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Передмова

Метою даних рекомендацiй є пiдготовка студентiв першого курсу до здачi першого
модульного контролю.

Данi рекомендацiї мiстять основнi теоретичнi положення та приклади розв’язування
типових задач. Наводяться задачi для iндивiдуальних завдань.

Завдання мiстять задачi, якi охоплюють такi теми:
1. Пряма на площинi.
2. Лiнiї другого порядку.
3. Площина.
4. Пряма в просторi.
Завдання згрупованi по темам i наводяться наприкiнцi кожної теми.
Електронний варiант рекомендацiй подається у виглядi файлу формату PDF. Для

полегшення навiгацiї по документу органiзована структура закладок за кожною темою
та параграфом в темi. Передбачена можливiсть пошуку в документi за заданим словом.
Зауваження: якщо слово, за яким вiдбувається пошук, мiстить лiтеру «i», то її треба
набирати латиницею.

Бiблiоґрафiчний список мiстить основнi добре вiдомi пiдручники i збiрники задач.
Автори вважають, що цей список можна було б значно розширити. Читачi, при бажаннi,
можуть знайти в мережi лiтературу за своїм вподобанням.
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Тема 1

Метод координат

Ми виходимо з того, що читачу з курсу шкiльної математики вiдомi основнi по-
ложення методу координат: поняття декартової (прямокутної) системи координат на
площинi та в просторi, поняття координат точки. У цiй темi ми зупинимося на питаннi,
що не розглядається в курсi шкiльної математики.

1.1. Подiл вiдрiзка в заданому вiдношеннi

Пiд величиною напрямленого вiдрiзка 𝐴𝐵 (рис. 1) числової осi розумiють число:
Величина𝐴𝐵 = 𝐴𝐵 = 𝑥2 − 𝑥1.

Рис. 1. Рис. 2.

Кажуть, що точка 𝐶 дiлить напрямлений вiдрiзок 𝐴𝐵 числової осi 𝑂𝑥 у вiдношеннi
𝜆 (рис. 2), якщо

𝜆 =
𝐴𝐶

𝐶𝐵
=

𝑥− 𝑥1

𝑥2 − 𝑥1

, (1.1.1)

Iз (1.1.1) знаходимо координату 𝑥 точки 𝐶:

Рис. 3.

𝑥 =
𝑥1 + 𝜆𝑥2

1 + 𝜆
.

Якщо 𝐴(𝑥1, 𝑦1) i 𝐵(𝑥2, 𝑦2)— деякi заданi точки площини
i точка 𝐶(𝑥, 𝑦) дiлить вiдрiзок 𝐴𝐵 (рис. 3) у вiдношеннi 𝜆,
то її координати обчислюються за формулами:

𝑥 =
𝑥1 + 𝜆𝑥2

1 + 𝜆
, 𝑦 =

𝑦1 + 𝜆𝑦2
1 + 𝜆

. (1.1.2)

Зокрема, координати середини вiдрiзка (𝜆 = 1) можна обчислити за формулами:

𝑥середини =
𝑥1 + 𝑥2

2
,

𝑦середини =
𝑦1 + 𝑦2

2
.

(1.1.3)
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П р и к л а д 1. Знайти координати точки перетину медiан трикутника з вершинами
𝐴(𝑥1, 𝑦1), 𝐵(𝑥2, 𝑦2), 𝐶(𝑥3, 𝑦3).

Р о з в ’ я з а н н я. Знайдемо координати точки 𝑀 — середини вiдрiзка 𝐵𝐶:

𝑥𝑀 =
𝑥2 + 𝑥3

2
,

𝑦𝑀 =
𝑦2 + 𝑦3

2
.

Координати точки 𝑁 перетину медiан знайдемо з умови, що точка 𝑁 дiлить вiдрiзок
𝐴𝑀 у вiдношеннi 𝜆 = 2 : 1. Тобто

Рис. 4.

𝑥𝑁 =
𝑥𝐴 + 𝜆𝑥𝑀

1 + 𝜆
=

𝑥1 + 2 · 𝑥2 + 𝑥3

2
1 + 2

=
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3

3
.

Аналогiчно знаходимо, що 𝑦𝑁 =
𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3

3
.
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Тема 2

Пряма на площинi

2.1. Рiзновиди рiвнянь прямої

Вiдомо, що будь-яке рiвняння першого степеня вiдносно двох змiнних 𝑥 та 𝑦 є рiв-
нянням прямої. Розглянемо 4 основнi види рiвнянь прямої.

1. Рiвняння з кутовим коефiцiєнтом

𝑦 = 𝑘𝑥+ 𝑏. (2.1.1)

Коефiцiєнт 𝑘 називають кутовим коефiцiєнтом: 𝑘 = tg𝜙
(рис. 5).

Рис. 5.

2. Загальне рiвняння

𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶 = 0. (2.1.2)

Коефiцiєнти 𝐴 i 𝐵 — координати вектора N = {𝐴,𝐵}, перпендикулярного до пря-
мої (2.1.2). Вектор N = {𝐴,𝐵} називають вектором нормаллю до прямої (2.1.2).

3. Рiвняння у вiдрiзках на осях

𝑥

𝑎
+

𝑦

𝑏
= 1. (2.1.3)

Тут 𝑎 та 𝑏 — величини вiдрiзкiв, що вiдтинає пряма (2.1.3) на осях координат (рис.
6).

Рис. 6.
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4. Нормальне рiвняння

𝑥 cos𝛼 + 𝑦 sin𝛼− 𝑝 = 0. (2.1.4)

Тут 𝛼 — кут, утворений перпендикуляром, проведеним iз початку координат до
прямої, з додатним напрямом осi 𝑂𝑥 (рис. 7). Тобто вектор n = {cos𝛼, sin𝛼} —
одиничний вектор-нормаль, спрямований iз початку координат на пряму (2.1.4),
𝑝 — вiдстань початку координат до прямої (2.1.4).

Рис. 7.

Звертаємо увагу, що рiвняння прямої є її нормальним рiвнянням, якщо сума ква-
дратiв коефiцiєнтiв при 𝑥 i 𝑦 дорiвнює 1, а вiльний член вiд’ємний. Наприклад,
рiвняння 0, 6𝑥 + 0, 8𝑦 + 2 = 0 не є нормальним рiвнянням: вiльний член цього
рiвняння є додатним. Неважко переконатись, що рiвняння −0, 6𝑥− 0, 8𝑦− 2 = 0 є
нормальним рiвнянням тiєї самої прямої.

2.2. Основнi задачi на пряму

2.2.1. Перетворення рiвнянь прямої

Оскiльки будь-яке рiвняння прямої досить просто зводиться до загального вигляду
(для цього усi доданки в рiвняннi треба перенести лiворуч), то розглянемо перетворення
загального рiвняння прямої.

Отже, нехай вiдоме загальне рiвняння прямої

𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶 = 0.

Щоб отримати з нього рiвняння з кутовим коефiцiєнтом, треба його розв’язати вiд-
носно 𝑦. Це можливо, якщо 𝐵 ̸= 0:

𝑦 = −𝐴

𝐵
𝑥− 𝐶

𝐵
.

Як бачимо, отримане рiвняння має вигляд 𝑦 = 𝑘𝑥+ 𝑏, де 𝑘 = −𝐴

𝐵
, 𝑏 = −𝐶

𝐵
.

Припустимо, що пряма не проходить через початок координат (у цьому випадку
𝐶 ̸= 0). Щоб отримати iз загального рiвняння рiвняння у вiдрiзках на осях, проведемо
такi перетворення:

𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶 = 0,
𝐴𝑥+𝐵𝑦 = −𝐶,

𝐴𝑥

−𝐶
+

𝐵𝑦

−𝐶
= 1,

𝑥

−𝐶

𝐴

+
𝑦

−𝐶

𝐵

= 1.
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Таким чином, ми звели загальне рiвняння прямої до вигляду
𝑥

𝑎
+

𝑦

𝑏
= 1, де 𝑎 = −𝐶

𝐴
,

𝑏 = −𝐶

𝐵
.

Щоб iз загального рiвняння отримати нормальне рiвняння, помножимо загальне
рiвняння на деяке (поки що невiдоме) число 𝑀 :

𝑀 · 𝐴𝑥+𝑀 ·𝐵𝑦 +𝑀 · 𝐶 = 0.

Виберемо число 𝑀 так, щоб отримане рiвняння було рiвнянням у нормальнiй формi:
щоб сума квадратiв коефiцiєнтiв при 𝑥 та 𝑦 дорiвнювала одиницi

𝑀2𝐴2 +𝑀2𝐵2 = 1,

а вiльний член був вiд’ємним
𝑀 · 𝐶 < 0.

Iз цих двох умов знаходимо 𝑀 :

𝑀 = ± 1√
𝐴2 +𝐵2

.

Знак числа𝑀 треба вибрати протилежним знаковi числа 𝐶 (якщо 𝐶 = 0, то знак числа
𝑀 можна взяти довiльно). Число 𝑀 називають нормуючим множником.

2.2.2. Побудова рiвняння прямої

Усе розмаїття задач на побудову рiвняння прямої зводиться до вiдшукання або двох
точок, через якi проходить пряма, або точки, що лежить на прямiй, i кутового коефi-
цiєнта прямої.

Рiвняння прямої, що проходить через двi заданi точки 𝐴(𝑥1, 𝑦1) i 𝐵(𝑥2, 𝑦2), має
вигляд:

𝑥− 𝑥1

𝑦2 − 𝑦1
=

𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

. (2.2.1)

Рис. 8.

Справдi, нехай точка 𝑀(𝑥, 𝑦) — поточна точка прямої. Тодi вектори 𝐴𝐵 = {𝑥2−𝑥1, 𝑦2−
𝑦1} та 𝐴𝑀 = {𝑥−𝑥1, 𝑦−𝑦1} — колiнеарнi, тобто їхнi координати пропорцiйнi. Ця умова
i дає рiвняння (2.2.1).

Перепишемо рiвняння (2.2.1) у виглядi

𝑦 − 𝑦1 =
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

(𝑥− 𝑥1).

Враховуючи, що
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

— тангенс кута нахилу прямої до осi 𝑂𝑥 (рис. 8), тобто дорiв-

нює кутовому коефiцiєнту прямої, що проходить через двi точки, отримане рiвняння
запишемо у виглядi

𝑦 − 𝑦1 = 𝑘(𝑥− 𝑥1). (2.2.2)

Рiвняння (2.2.2) називають рiвнянням прямої, що проходить через задану точку в

заданому напрямi.
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2.3. Кут мiж прямими

Кут мiж прямими можна знайти з таких мiркувань (рис. 9):

Рис. 9.

зовнiшнiй кут трикутника дорiвнює сумi двох iнших його кутiв, не сумiжних з ним,
тобто 𝜙2 = 𝜃+𝜙1. Звiдси знаходимо: 𝜃 = 𝜙2−𝜙1. Позначимо кутовi коефiцiєнти прямих
через 𝑘1 i 𝑘2: 𝑘1 = tg𝜙1, 𝑘2 = tg𝜙2. Тодi

tg 𝜃 =
𝑘2 − 𝑘1
1 + 𝑘1𝑘2

(2.3.1)

Очевидною є умова паралельностi двох прямих:

𝑘1 = 𝑘2. (2.3.2)

Якщо 𝜃 = 90∘, то ctg 𝜃 =
1 + 𝑘1𝑘2
𝑘2 − 𝑘1

= 0, або 1 + 𝑘1𝑘2 = 0. Звiдси маємо умову

перпендикулярностi двох прямих:

𝑘2 = − 1

𝑘1
. (2.3.3)

2.4. Вiдстань точки до прямої

Розглянемо спочатку задачу обчислення вiдстанi мiж двома паралельними прямими.
Паралельнi прямi можуть проходити або по один бiк вiд початку координат (рис. 10,
а), або по рiзнi боки вiд нього (рис. 10, б).

Рис. 10.

Нехай прямi заданi нормальними рiвняннями. Тодi у першому випадку (див. рис.
10, а) їхнi рiвняння мають вигляд:

𝑥 cos𝛼 + 𝑦 sin𝛼− 𝑝1 = 0,

𝑥 cos𝛼 + 𝑦 sin𝛼− 𝑝2 = 0.
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Очевидно, що у цьому випадку вiдстань мiж прямими можна обчислити за формулою

𝑑 = |𝑝2 − 𝑝1|. (2.4.1)

У другому випадку (див. рис. 10, б) одиничнi нормалi, проведенi з початку координат
до кожної з цих прямих, мають протилежний напрям. Тобто, якщо одинична нормаль
до однiєї з цих прямих, наприклад, до першої, має координати n 1 = {cos𝛼, sin𝛼}, то
n 2 = {− cos𝛼,− sin𝛼}, i рiвняння прямих можна записати у виглядi

𝑥 cos𝛼 + 𝑦 sin𝛼− 𝑝1 = 0,

−𝑥 cos𝛼− 𝑦 sin𝛼− 𝑝2 = 0.

У цьому випадку вiдстань мiж прямими обчислюється за формулою

𝑑 = |𝑝2 + 𝑝1| (2.4.2)

Нехай точка 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) — деяка точка другої прямої. Тодi у першому випадку вико-
нується рiвнiсть:

𝑥0 cos𝛼 + 𝑦0 sin𝛼− 𝑝2 = 0.

Звiдки 𝑝2 = 𝑥0 cos𝛼 + 𝑦0 sin𝛼. Пiдставивши це подання 𝑝2 до формули обчислення вiд-
станi, знайдемо

𝑑 = |𝑝2 − 𝑝1| = |𝑥0 cos𝛼 + 𝑦0 sin𝛼− 𝑝1|.

У другому випадку 𝑝2 = −𝑥0 cos𝛼 − 𝑦0 sin𝛼, а формула обчислення вiдстанi набуває
вигляду

𝑑 = |𝑝2 + 𝑝1| = | − 𝑥0 cos𝛼− 𝑦0 sin𝛼 + 𝑝1| = |𝑥0 cos𝛼 + 𝑦0 sin𝛼− 𝑝1|.

Як бачимо, формули обчислення вiдстанi в обох випадках мають однаковий вигляд.
Враховуючи, що вiдстань заданої точки до заданої прямої — це вiдстань мiж заданою

прямою i паралельною їй прямою, що проходить через задану точку, маємо формулу
обчислення вiдстанi точки (𝑥0, 𝑦0) до прямої 𝑥 cos𝛼 + 𝑦 sin𝛼− 𝑝 = 0:

𝑑 = |𝑥0 cos𝛼 + 𝑦0 sin𝛼− 𝑝|. (2.4.3)

З а у в а ж е н н я. Для обчислення вiдстанi мiж паралельними прямими можна
дiяти так: взяти на однiй iз прямих яку-небудь точку i знайти вiдстань цiєї точки до
iншої прямої. При цьому вiдпадає потреба в дослiдженнi взаємного розташування па-
ралельних прямих вiдносно початку координат.

2.5. Розв’язання типового завдання

Задача 1. Заданi вершини трикутника 𝐴𝐵𝐶:

𝐴(3, 2), 𝐵(4, 4), 𝐶(−2, 6).

Знайти:

1) рiвняння медiани 𝐴𝑀 i подати його як загальне рiвняння, рiвняння з кутовим
коефiцiєнтом, у вiдрiзках на осях та в нормальному виглядi;

2) рiвняння i довжину висоти 𝐵𝐷;

3) точку перетину медiани 𝐴𝑀 та висоти 𝐵𝐷;
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4) кут мiж медiаною 𝐴𝑀 та висотою 𝐵𝐷.

Побудувати трикутник, прямi 𝐴𝑀 та 𝐵𝐷 в декартовiй системi координат.

Р о з в ’ я з а н н я.
1. Знаходимо координати точки 𝑀 – середини вiдрiзка 𝐵𝐶 за формулою (1.1.3):

𝑥𝑀 =
4− 2

2
= 1, 𝑦𝑀 =

4 + 6

2
= 5.

Рiвняння прямої 𝐴𝑀 знаходимо за формулою (2.2.1):

𝑥− 3

1− 3
=

𝑦 − 2

5− 2
⇒ 3(𝑥− 3) = −2(𝑦 − 2) ⇒ 3𝑥+ 2𝑦 − 13 = 0.

Загальне рiвняння медiани 𝐴𝑀 має вигляд 3𝑥+ 2𝑦 − 13 = 0.
Зводимо його до рiвняння з кутовим коефiцiєнтом (див. с. 6):

3𝑥+ 2𝑦 − 13 = 0 ⇒ 𝑦 = −3

2
𝑥+

13

2
.

Рiвняння медiани 𝐴𝑀 з кутовим коефiцiєнтом має вигляд

𝑦 = −3

2
𝑥+

13

2
.

Побудуємо рiвняння медiани 𝐴𝑀 у вiдрiзках на осях:

3𝑥+ 2𝑦 − 13 = 0 ⇒ 3𝑥+ 2𝑦 = 13 ⇒ 3𝑥

13
+

2𝑦

13
= 1 ⇒ 𝑥

13

3

+
𝑦
13

2

= 1.

Рiвняння медiани 𝐴𝑀 у вiдрiзках на осях має вигляд

𝑥
13

3

+
𝑦
13

2

= 1.

Зведемо рiвняння медiани 𝐴𝑀 до нормального вигляду. Обчислюємо нормуючий
множник. Оскiльки вiльний член у загальному рiвняннi вiд’ємний, то нормуючий мно-
жник є додатним:

𝑀 =
1√

32 + 22
=

1√
13

.

Помножимо загальне рiвняння на нормуючий множник:

3√
13

𝑥+
2√
13

𝑦 −
√
13 = 0.

Це i є нормальне рiвняння медiани 𝐴𝑀 .
2. Знайдемо рiвняння висоти 𝐵𝐷. Для того, щоб скласти рiвняння прямої, треба

знати або її двi точки, або одну її точку та кутовий коефiцiєнт прямої. Нам вiдома
точка прямої — точка 𝐵. Нам вiдомо також, що пряма 𝐵𝐷 перпендикулярна до прямої
𝐴𝐶. Iз цiєї умови ми i знайдемо кутовий коефiцiєнт прямої 𝐵𝐷:

𝑘𝐵𝐷 = − 1

𝑘𝐴𝐶

.

Обчислюємо кутовий коефiцiєнт прямої 𝐴𝐶 (див. с. 9):

𝑘𝐴𝐶 =
6− 2

−2− 3
= −4

5
.
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Отже, 𝑘𝐵𝐷 =
5

4
, а рiвняння висоти 𝐵𝐷 має вигляд 𝑦 − 4 =

5

4
(𝑥− 4).

Довжину висоти 𝐵𝐷 знайдемо як вiдстань точки 𝐵 до прямої 𝐴𝐶. Для цього скла-
демо рiвняння прямої 𝐴𝐶, зведемо його до нормального вигляду, пiдставимо до нор-
мального рiвняння прямої 𝐴𝐶 координати точки 𝐵 i обчислимо вiдстань точки 𝐵 до
прямої 𝐴𝐶:

𝑦 − 6 = −4

5
(𝑥+ 2) ⇒ 4𝑥+ 5𝑦 − 22 = 0 ⇒ 𝑀 =

1√
41

⇒ 4𝑥+ 5𝑦 − 22√
41

= 0 ⇒

⇒ 𝑑 =
|4 · 4 + 5 · 4− 22|√

41
=

14√
41

.

Довжина висоти 𝐵𝐷: ℎ𝐵𝐷 =
14√
41
.

3. Знайдемо точку перетину медiани 𝐴𝑀 та висоти 𝐵𝐷. Для цього розв’яжемо си-
стему, що складається з рiвнянь прямих 𝐴𝑀 i 𝐵𝐷:{︃

3𝑥− 2𝑦 − 13 = 0,

𝑦 − 4 =
5

4
(𝑥− 4).

Розв’язком цiєї системи є 𝑥 =
30

11
, 𝑦 =

53

22
.

4. Обчислимо тангенс кута мiж прямими 𝐴𝑀 та 𝐵𝐷. Наведемо значення кутових

коефiцiєнтiв цих прямих: 𝑘𝐴𝑀 = −3

2
, 𝑘𝐵𝐷 =

5

4
. Тодi

tg 𝜃 =

5

4
− −3

2

1 +
5

4
· −3

2

=
88

17
.

Наведемо рисунок:

Рис. 11.
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2.6. Задачi для iндивiдуальних завдань

Задача 1. Заданi вершини трикутника 𝐴𝐵𝐶:

𝐴(𝑥1, 𝑦1), 𝐵(𝑥2, 𝑦2), 𝐶(𝑥3, 𝑦3).

Знайти:

1) рiвняння медiани 𝐴𝑀 i подати його як загальне рiвняння, рiвняння з кутовим
коефiцiєнтом, у вiдрiзках на осях та в нормальному виглядi;

2) рiвняння i довжину висоти 𝐵𝐷;

3) точку перетину медiани 𝐴𝑀 та висоти 𝐵𝐷;

4) кут мiж медiаною 𝐴𝑀 та висотою 𝐵𝐷.

Побудувати трикутник, прямi 𝐴𝑀 та 𝐵𝐷 в декартовiй системi координат.

1. 𝐴(8,−4), 𝐵(5, 8), 𝐶(3, 6).

2. 𝐴(4, 1), 𝐵(8, 4), 𝐶(−2, 6).

3. 𝐴(1, 1), 𝐵(0, 7), 𝐶(−1, 5).

4. 𝐴(0, 3), 𝐵(6, 5), 𝐶(4,−5).

5. 𝐴(6, 0), 𝐵(5, 0), 𝐶(7, 2).

6. 𝐴(8,−5), 𝐵(5, 6), 𝐶(1, 4).

7. 𝐴(6, 4), 𝐵(−2, 5), 𝐶(8, 1).

8. 𝐴(1, 4), 𝐵(3, 6), 𝐶(5, 0).

9. 𝐴(7, 8), 𝐵(4, 3), 𝐶(8,−1).

10. 𝐴(1, 1), 𝐵(0, 7), 𝐶(6, 9).

11. 𝐴(6, 1), 𝐵(4, 3), 𝐶(2,−1).

12. 𝐴(5, 1), 𝐵(7, 2), 𝐶(3, 6).

13. 𝐴(8, 0), 𝐵(4, 3), 𝐶(2, 1).

14. 𝐴(1, 1), 𝐵(8, 4), 𝐶(2, 8).

15. 𝐴(8, 7), 𝐵(2, 8), 𝐶(8, 4).

16. 𝐴(6, 2), 𝐵(1, 2), 𝐶(7, 6).

17. 𝐴(1, 0), 𝐵(8, 7), 𝐶(0, 3).

18. 𝐴(1, 8), 𝐵(8, 4), 𝐶(6, 2).

19. 𝐴(1, 6), 𝐵(0, 0), 𝐶(1, 0).

20. 𝐴(8, 7), 𝐵(4, 6), 𝐶(2, 4).

21. 𝐴(6, 3), 𝐵(2, 8), 𝐶(4, 6).
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22. 𝐴(0, 7), 𝐵(5, 6), 𝐶(1, 2).

23. 𝐴(5, 7), 𝐵(8,−3), 𝐶(−2, 5).

24. 𝐴(4, 5), 𝐵(3, 7), 𝐶(1, 3).

25. 𝐴(7, 6), 𝐵(1, 4), 𝐶(7, 6).

26. 𝐴(0, 6), 𝐵(3, 7), 𝐶(7,−3).

27. 𝐴(6, 3), 𝐵(6, 4), 𝐶(2, 6).

28. 𝐴(0, 6), 𝐵(8, 2), 𝐶(4, 8).

29. 𝐴(5, 5), 𝐵(0, 4), 𝐶(4, 8).

30. 𝐴(6, 6), 𝐵(3, 4), 𝐶(5, 8).

2.7. Завдання до модульного контролю

Заданi рiвняння двох прямих i задана точка 𝑀 (𝑥0, 𝑦0). Потрiбно:

1. записати рiвняння першої прямої

a) з кутовим коефiцiєнтом;

б) у вiдрiзках на осях;

2. визначити взаємне розташування двох прямих;

3. обчислити кут мiж прямими;

4. написати нормальне рiвняння першої прямої i знайти вiдстань вiд точки𝑀 (𝑥0, 𝑦0)
до першої прямої;

5. знайти рiвняння прямої, що проходить через точку 𝑀 :

а) паралельно до першої прямої;

б) перпендикулярно до другої прямої;

в) паралельно до бiсектриси першого координатного кута;

г) перпендикулярно до осi абсцис;

6. визначити площу трикутника, утвореного осями координат i першою прямою;

7. на осi ординат прямокутної системи координат знайти точку рiвновiддалену вiд
початку координат i другої прямої;

8. написати рiвняння прямої, що проходить через точку 𝑀 i точку перетину двох
заданих прямих;

9. скласти рiвняння бiсектрис кутiв, утворених заданими прямими;

10. знайти точку, симетричну з точкою 𝑀 вiдносно першої прямої.
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1) 8𝑥− 3𝑦 − 1 = 0,
4𝑥+ 𝑦 − 13 = 0,
𝑀 (0;−1) .

2) 3𝑥− 𝑦 + 6 = 0,
4𝑥− 3𝑦 − 5 = 0,
𝑀 (2;−2) .

3) 2𝑥− 5𝑦 − 1 = 0,
𝑥+ 4𝑦 − 7 = 0,
𝑀 (4;−3) .

4) 3𝑥+ 7𝑦 − 15 = 0;
9𝑥+ 21𝑦 − 32 = 0;
𝑀 (−2; 3)

5) 2𝑥− 𝑦 + 5 = 0;
3𝑥− 𝑦 + 6 = 0;
𝑀 (3; 1)

6) 3𝑥− 2𝑦 + 6 = 0;
𝑥− 3𝑦 + 5 = 0;
𝑀 (−1; 2) .

7) 5𝑥− 2𝑦 + 13 = 0;
𝑥+ 3𝑦 − 11 = 0;
𝑀 (2; 1)

8) 5𝑥− 3𝑦 − 15 = 0;
𝑥+ 5𝑦 − 3 = 0;
𝑀 (−2;−2)

9) 5𝑥− 2𝑦 + 6 = 0;
4𝑥− 𝑦 + 3 = 0;
𝑀 (1; 5)

10) 5𝑥− 3𝑦 − 15 = 0;
𝑥+ 5𝑦 − 3 = 0;
𝑀 (3; 1)

11) 2𝑥− 𝑦 + 3 = 0;
𝑥− 𝑦 + 7 = 0;
𝑀 (3;−3)

12) 𝑥+ 3𝑦 − 7 = 0;
5𝑥− 2𝑦 + 6 = 0;
𝑀 (5;−1)

13) 3𝑥+ 𝑦 + 5 = 0;
𝑥+ 5𝑦 − 3 = 0;
𝑀 (1;−1)

14) 3𝑥− 5𝑦 − 8 = 0;
5𝑥+ 𝑦 − 10 = 0;
𝑀 (2; 3)

15) 2𝑥− 𝑦 + 3 = 0;
𝑥+ 5𝑦 − 7 = 0;
𝑀 (3; 4)

16) 5𝑥− 3𝑦 − 15 = 0;
𝑥+ 5𝑦 − 3 = 0;
𝑀 (−1; 1)

17) 3𝑥+ 𝑦 + 5 = 0;
𝑥+ 5𝑦 − 3 = 0;
𝑀 (2;−2)

18) 3𝑥− 2𝑦 + 6 = 0;
2𝑥− 𝑦 + 3 = 0;
𝑀 (4; 2)

19) 2𝑥− 𝑦 + 3 = 0;
𝑥− 𝑦 + 7 = 0;
𝑀 (2;−1)

20) 𝑥+ 2𝑦 + 3 = 0;
3𝑥− 7𝑦 + 9 = 0;
𝑀1;−1

21) 4𝑥+ 𝑦 − 12 = 0;
5𝑥− 4𝑦 − 15 = 0;
𝑀 (3; 2)

22) 𝑥+ 3𝑦 − 1 = 0;
5𝑥+ 𝑦 − 10 = 0;
𝑀 (−1; 3)

23) 5𝑥− 3𝑦 − 11 = 0;
𝑥+ 2𝑦 + 3 = 0;
𝑀 (1;−2)

24) 2𝑥+ 2𝑦 − 9 = 0;
5𝑥− 4𝑦 − 15 = 0;
𝑀 (3; 1)

25) 3𝑥− 5𝑦 − 8 = 0;
𝑥+ 3𝑦 − 1 = 0;
𝑀 (3; 2)

26) 7𝑥− 𝑦 + 3 = 0;
3𝑥+ 5𝑦 − 4 = 0;
𝑀 (2;−1)

27) 𝑥+ 2𝑦 − 7 = 0;
3𝑥− 𝑦 + 5 = 0
𝑀 (1; 5)

28) 𝑥− 𝑦 + 7 = 0;
3𝑥− 𝑦 − 1 = 0;
𝑀 (−3; 1)
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Тема 3

Кривi другого порядку

3.1. Означення та рiвняння

3.1.1. Коло

К о л о м називається геометричне мiсце точок, рiвновiддалених вiд однiєї точки,

що називається ц е н т р о м.

Канонiчне рiвняння кола має вигляд

(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2, (3.1.1)

де 𝑎 та 𝑏 – координати центра кола 𝑂 (𝑎; 𝑏), 𝑟 – радiус кола.

3.1.2. Елiпс

Е л i п с о м називається геометричне мiсце точок, сума вiдстаней яких до двох

заданих точок, що називаються ф о к у с а м и, є величиною сталою. Передбачається,
що ця стала величина бiльша вiдстанi мiж фокусами.

Рiвняння елiпса, фокуси якого розташованi на осi 𝑂𝑥 симетрично вiдносно початку
координат, має вигляд

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1, (3.1.2)

де 𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2, 𝑎, 𝑏 – пiвосi елiпса, 2𝑎 – велика вiсь, 2𝑏 – мала вiсь.
Ексцентриситет (𝜀) елiпса визначається формулою

𝜀 =
𝑐

𝑎
, 𝜀 < 1. (3.1.3)

Рис. 12.

Вiдстанi будь-якої точки елiпса 𝑀 (𝑥, 𝑦) до фокусiв називаються її фокальними ра-

дiусами 𝑟1 та 𝑟2:
𝑟1 = 𝑎− 𝜀 𝑥; 𝑟2 = 𝑎+ 𝜀 𝑥. (3.1.4)
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Директрисами елiпса називаються двi прямi, паралельнi малiй осi, що проходять вiд
неї на вiдстанi

𝑎

𝜀
(рис. 12). Директриси описуються рiвняннями:

𝑥 = ±𝑎

𝜀
. (3.1.5)

3.1.3. Гiпербола

Г i п е р б о л о ю називається геометричне мiсце точок, рiзниця вiдстаней яких до

двох заданих точок, що називаються ф о к у с а м и, є величиною сталою. Передбача-
ється, що ця стала величина менша вiдстанi мiж фокусами.

Рiвняння гiперболи, фокуси якої розташованi на осi𝑂𝑥 симетрично вiдносно початку
координат, має вигляд

𝑥2

𝑎2
− 𝑦2

𝑏2
= 1, (3.1.6)

де 𝑏2 = 𝑐2 − 𝑎2.

Рис. 13. Рис. 14.

Якщо 𝑎 = 𝑏, гiпербола називається рiвнобiчною.
Якщо уявна вiсь має довжину 2𝑎 i направлена по осi 𝑂𝑥, а дiйсна вiсь, довжиною

2𝑏, розташована на осi 𝑂𝑦, то рiвняння гiперболи буде

−𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1. (3.1.7)

Гiперболи (3.1.6), (3.1.7) називаються спряженими.

Асимптоти гiперболи визначаються рiвняннями

𝑦 = ± 𝑏

𝑎
𝑥. (3.1.8)

Ексцентриситетом гiперболи називається вiдношення

𝜀 =
𝑐

𝑎
, 𝜀 > 1. (3.1.9)

Рис. 15.
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Для точок правої гiлки гiперболи фокальнi радiуси обчислюються за формулами:

𝑟1 = 𝜀 𝑥− 𝑎; 𝑟2 = 𝜀 𝑥+ 𝑎; 𝑟2 − 𝑟1 = 2𝑎. (3.1.10)

Для точок лiвої гiлки маємо:

𝑟1 = −𝜀 𝑥+ 𝑎; 𝑟2 = −𝜀 𝑥− 𝑎; 𝑟1 − 𝑟2 = 2𝑎. (3.1.11)

Директрисами гiперболи називаються прямi, перпендикулярнi до фокальної осi i вiд-
даленi вiд центра на вiдстань

𝑎

𝜀
. Їх рiвняння мають вигляд

𝑥 = ±𝑎

𝜀
. (3.1.12)

3.1.4. Парабола

П а р а б о л о ю називається геометричне мiсце точок, равновiддалених вiд заданої

точки, яку називають ф о к у с о м, i заданої прямої, яку називають д и р е к т р и -

с о ю.

Рис. 16. Рис. 17.

Рiвняння параболи, зображеної на рис. 16, має вигляд

𝑦2 = 2𝑝𝑥, (3.1.13)

𝑝 – вiдстань вiд фокуса до директриси.
Фокальний радiус будь-якої точки параболи дорiвнює

𝑟 = 𝑥+
𝑝

2
.

Директриса параболи має рiвняння 𝑥 = −𝑝

2
.

Парабола має вiссю симетрiї вiсь 𝑂𝑥.
Якщо парабола лежить в лiвiй пiвплощинi (рис. 8), то її рiвняння має вигляд

𝑦2 = −2𝑝𝑥, (3.1.14)

рiвняння директриси 𝑥 =
𝑝

2
.

Якщо вiсь симетрiї параболи збiгається з вiссю 𝑂𝑦, а вершина параболи лежить в
точцi 𝑂 (0; 0) i вся парабола лежить у верхнiй чи нижнiй пiвплощинi (рис. 9, 10), то її
рiвняння мають вигляд

𝑥2 = ±2𝑝𝑦, (3.1.15)

рiвняння директриси 𝑦 = ∓𝑝

2
.
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Рис. 18. Рис. 19.

Якщо вершина параболи знаходиться в точцi М(𝑎, 𝑏), то вiдповiднi рiвняння пара-
боли набувають вигляду:

(𝑦 − 𝑏)2 = 2𝑝(𝑥− 𝑎);
(𝑦 − 𝑏)2 = −2𝑝(𝑥− 𝑎) :
(𝑥− 𝑎)2 = 2𝑝(𝑦 − 𝑏);
(𝑥− 𝑎)2 = −2𝑝(𝑦 − 𝑏).

Приклад. Побудувати параболу (𝑦 − 2)2 = 2(𝑥− 3) (рис. 20).

Рис. 20.

3.2. Варiанти завдань до модульного контролю

Завдання 1.

Звести до канонiчного вигляду рiвняння:

1. 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 = 0;

2. 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥− 10𝑦 + 1 = 0;

3. 𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑦 − 7 = 0;

4. 3𝑥2 + 3𝑦2 − 4𝑥− 6𝑦 − 15 = 0;

5. 𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑥+ 6𝑦 + 21 = 0.

6. На осi абсцис знайти центр кола, що проходить через точки (2, 3), (5, 2) i записати
рiвняння кола.

7. Скласти рiвняння кола, якщо вiдомо, що воно дотикається до осi 𝑂𝑥 в точцi (0,
0) i перетинає вiсь 𝑂𝑦 в точцi (0, 4).

8. Скласти рiвняння кола, якщо вiдомо, що воно дотичне до осi 𝑂𝑦 в точцi 𝐴(0,−3)
i має радiус 𝑟 = 2.

9. Скласти рiвняння кола, що дотичне до обох осей координат i проходить через
точку 𝐴(2, 9).
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10. Написати рiвняння кола, яке дотичне до осi 𝑂𝑥 в точцi (5, 0) i вiдсiкає на осi 𝑂𝑦
хорду довжиною 10 одиниць.

11. Написати рiвняння кола, що має центр у точцi (6, 7) i дотичне до прямої 5𝑥 −
12𝑦 − 24 = 0.

Написати рiвняння дотичної до кола:

12. 𝑥2 + 𝑦2 = 5 в точцi (1, -2);

13. (𝑥− 1)2 + (𝑦 − 2)2 = 25 в точцi (5, 5);

14. 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥− 3𝑦 = 0 в точцi (0, 0);

15. 𝑥2 + 𝑦2 − 10𝑥− 4𝑦 + 25 = 0 в точцi (0, 0);

16. 𝑥2 + 𝑦2 = 25 в точцi (7, 1).

Знайти рiвняння кола, описаного навколо трикутника з вершинами:

17. 𝐴(7, 7), 𝐵(0, 8), 𝐶(−2, 4);

18. 𝐴(0, 4), 𝐵(1, 2), 𝐶(3,−2);

19. 𝐴(0, 2), 𝐵(1, 1), 𝐶(2,−2).

20. Написати рiвняння дотичної до кола 𝑥2 + 𝑦2 = 5 в точцi
(1,−2).

21. Написати рiвняння дотичної до кола (𝑥− 1)2 + (𝑦 − 2)2 = 25 в точцi (5, 5).

22. Написати рiвняння дотичної до кола 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥− 3𝑦 = 0 в точцi (0, 3).

23. Написати рiвняння дотичної до кола 𝑥2 + 𝑦2 − 10𝑥− 4𝑦 + 25 =
= 0 в точцi (0, 0).

23. Написати рiвняння дотичної до кола 𝑥2 + 𝑦2 = 25 в точцi (0, 0).

25. Написати рiвняння дотичної до кола (𝑥− 2)2 + (𝑦 − 4)2 = 2 в точцi (7, 1).

Завдання 2.

1. Дано елiпс
𝑥2

36
+

𝑦2

20
= 1. Написати рiвняння його директрис.

2. Прямi 𝑥 = ±8 є директрисами елiпса, мала вiсь якого дорiвнює 8. Знайти рiвняння
елiпса.

3. Меридiан земної кулi має форму елiпса з вiдношенням осей 𝑎/𝑏 = 299/300. Визна-
чити ексцентриситет земного меридiана.

4. На елiпсi
𝑥2

30
+

𝑦2

24
= 1 знайти точку, що знаходиться на вiдстанi 5 од. вiд його

малої осi.

5. Елiпс проходить через точки (3, -2), 𝑁(−2
√
3; 1). Написати рiвняння елiпса,

прийнявши його осi за осi координат.
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6. В елiпс вписано правильний трикутник, одна з вершин якого збiгається з правою
вершиною великої осi. Знайти координати двох iнших вершин трикутника.

7. На елiпсi
𝑥2

100
+

𝑦2

36
= 1 знайти точку, вiдстань якої вiд правого фокуса в чотири

рази бiльша вiдстанi її вiд лiвого фокуса.

8. На елiпсi
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 знайти точку, для якої добуток фокальних радiусiв дорiвнює

квадрату малої пiвосi.

9. На елiпсi, один з фокусiв якого має координати 𝐹 (3, 0) взята точка (4; 2,4). Знайти
вiдстань вiд цiєї точки до вiдповiдної директриси, якщо вiдомо, що центр елiпса
збiгається з початком координат.

10. В елiпс
𝑥2

49
+
𝑦2

24
= 1 вписано прямокутник, двi протилежнi сторони якого проходять

через фокуси. Обчислити площу прямокутника.

11. Обчислити довжину сторони квадрата, вписаного в елiпс
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1.

12. Дано елiпс
𝑥2

9
+
𝑦2

4
= 1. Через точку (1, 1) провести хорду, що дiлиться в цiй точцi

пополам.

13. Написати рiвняння дотичної до елiпса
𝑥2

16
+

𝑦2

12
= 1 в точцi

(2,−3).

14. Написати рiвняння дотичних до елiпса
𝑥2

15
+

𝑦2

9
= 1 проведених iз точки 𝐴(−6, 3).

15. Знайти дотичнi до елiпса
𝑥2

30
+

𝑦2

24
= 1, якi паралельнi прямiй 2𝑥− 𝑦 + 17 = 0.

16. Знайти точку дотику прямої 4𝑥− 5𝑦 − 40 = 0 до елiпса
𝑥2

50
+

𝑦2

32
= 1.

17. Знайти рiвняння тих дотичних до елiпса 3𝑥2 + 8𝑦2 = 45, вiдстань яких вiд центра
елiпса дорiвнює 3.

18. Елiпс проходить через точку 𝑃

(︂
3,

12

5

)︂
i дотикається до прямої 4𝑥 + 5𝑦 = 25.

Написати рiвняння цього елiпса, якщо вiдомо, що осi елiпса лежать на осях коор-
динат.

19. Написати рiвняння спiльних дотичних до елiпсiв:
𝑥2

5
+

𝑦2

4
= 1 i

𝑥2

4
+

𝑦2

5
= 1;

20. Написати рiвняння спiльних дотичних до елiпсiв:
𝑥2

6
+ 𝑦2 = 1 i

𝑥2

4
+

𝑦2

9
= 1.

Дослiдити кривi зведенням їх рiвнянь до канонiчного вигляду:

21. 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥+ 6𝑦 − 5 = 0.
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22. 𝑥2 + 4𝑦2 + 4𝑥− 16𝑦 − 8 = 0.

23. 𝑥2 + 2𝑦2 + 8𝑥− 4 = 0.

24. Елiпс дотикається осi ординат в точцi (0, 0), а центр знаходиться в точцi (5, 0).
Скласти рiвняння елiпса, якщо вiдомо, що ексцентриситет 𝑒 = 0, 8.

25. Елiпс дотикається осi абсцис у точцi (7, 0), а осi ординат у точцi (0, 4). Скласти
рiвняння елiпса, якщо вiдомо, що його осi паралельнi осям координат.

Завдання 3.

Привести до канонiчного вигляду рiвняння гiпербол та побудувати їх:

1. 9𝑥2 − 25𝑦2 − 18𝑥− 100𝑦 − 316 = 0.

2. 5𝑥2 − 6𝑦2 + 10𝑥− 12𝑦 − 31 = 0.

3. 𝑥2 − 4𝑦2 + 6𝑥+ 5 = 0.

4. 3𝑥2 − 𝑦2 + 12𝑥− 4𝑦 − 4 = 0.

5. 𝑥2 − 4𝑦2 + 2𝑥+ 16𝑦 − 7 = 0.

6. 𝑥2 − 𝑦2 − 4𝑥+ 6𝑦 − 5 = 0.

7. Скласти рiвняння гiперболи, якщо вiдомi рiвняння її асимптот 𝑦 = ±1/2𝑥 i рiвня-
ння її дотичної 5𝑥− 6𝑦 − 8 = 0.

8. Гiпербола дотикається до прямої 𝑥− 𝑦 − 2 = 0 в точцi 𝑀(4; 2). Скласти рiвняння
гiперболи.

9. До гiперболи
𝑥2

15
− 𝑦2

6
= 1 провести дотичну паралельно прямiй 𝑥+ 𝑦 − 7 = 0.

10. До гiперболи
𝑥2

15
− 𝑦2

6
= 1 провести дотичну паралельно прямiй 𝑥− 2𝑦 = 0.

11. До гiперболи
𝑥2

15
− 𝑦2

6
= 1 провести дотичну перпендикулярно 𝑥− 2𝑦 = 0.

12. Провести дотичну до гiперболи
𝑥2

8
− 𝑦2

9
= 1 через точку 𝐴(2; 0).

13. Провести дотичну до гiперболи
𝑥2

8
− 𝑦2

9
= 1 через точку 𝐵(−4; 3).

14. Провести дотичну до гiперболи
𝑥2

8
− 𝑦2

9
= 1 через точку 𝐶(5;−1).

15. Провести дотичну до гiперболи
𝑥2

5
− 𝑦2

4
= 1 через точку 𝑀(5;−4).

16. Через точку (2; -5) провести прямi, паралельнi асимптотам гiперболи 𝑥2−4𝑦2 = 4.

17. На гiперболi
𝑥2

49
− 𝑦2

16
= 1 знайти точку, яка втричi ближча вiд однiєї асимптоти,

нiж вiд iншої.
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18. На гiперболi
𝑥2

16
− 𝑦2

16
= 1 знайти точку, для якої фокальнi радiуси-вектори пер-

пендикулярнi один одному.

19. На гiперболi
𝑥2

16
− 𝑦2

16
= 1 знайти точку, для якої вiдстань вiд лiвого фокуса вдвiчi

бiльша, нiж вiд правого.

20. На гiперболi
𝑥2

25
− 𝑦2

24
= 1 взята точка, абсциса якої дорiвнює 10 i ордината додатна.

Обчислити фокальнi радiуси цiєї точки та кут мiж ним.

21. Дано рiвнобiчну гiперболу 𝑥2 − 𝑦2 = 8. Знайти спiвфокусну гiперболу, що прохо-
дить через точку 𝑀(−5; 3).

22. Обчислити ексцентриситет гiперболи за умови, що кут мiж асимптотами дорiвнює
90∘.

23. Написати рiвняння гiперболи, осi симетрiї якої збiгаються з осями координат, якщо
дано точку перетину 𝑃 (3, 2; 2, 4) однiєї з асимптот з однiєю з директрис цiєї гiпер-
боли.

24. Написати рiвняння двох спряжених гiпербол, якщо вiдстань мiж директрисами
першої дорiвнює 7,2, а вiдстань мiж директрисами другої дорiвнює 12,8.

25. Написати рiвняння дотичної до кола (𝑥− 2)2 + (𝑦 − 4)2 = 2 в точцi (7, 1).

Завдання 4.

1. Обчислити параметр параболи 𝑦2 = 2𝑝𝑥, якщо до неї є дотичною пряма 𝑥−2𝑦+5 =
0.

2. Знайти спiльнi дотичнi елiпса
𝑥2

45
+

𝑦2

20
= 1 i параболи

𝑦2 =
20

3
𝑥.

Звести до канонiчного вигляду рiвняння параболи та побудувати її:

3. 𝑦2 − 10𝑥− 2𝑦 − 19 = 0.

4. 𝑦2 − 6𝑥+ 14𝑦 + 49 = 0.

5. 𝑦2 + 8𝑥− 16 = 0.

6. 𝑥2 − 6𝑥− 4𝑦 + 29 = 0.

7. 𝑦 = 𝐴𝑥2 +𝐵𝑥+ 𝐶.

8. 𝑦 = 𝑥2 − 8𝑥 = 15.

9. 𝑦 = 𝑥2 + 6𝑥.

10. Мостова арка має форму параболи. Визначити параметр цiєї параболи , якщо
прогiн арки дорiвнює 24 м, а висота 6 м.
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11. Камiнь, кинутий пiд гострим кутом до горизонту, описав дугу параболи i впав на
вiдстанi 16 м вiд початкового положення. Знайти параметр параболiчної траєкто-
рiї польоту, якщо вiдомо, що найбiльша висота, досягнута каменем, дорiвнює 12
м.

12. Струмiнь води, викинутий фонтаном, має форму параболи з параметром 𝑝 = 0, 1м.
Визначити висоту струменя, якщо вiдомо, що вiн падає до басейну на вiдстанi 2
м вiд фонтана.

13. Cиметрична вiдносно осi 𝑂𝑥 парабола з вершиною в точцi (−5; 0) на осi ординат
вiдсiкає хорду, довжиною 𝑙 = 12. Написати рiвняння цiєї параболи.

14. Скласти рiвняння параболи, симетричної вiдносно осi 𝑂𝑦, якщо вона вiдтинає на
осi абсцис вiдрiзки ±𝑎, а на осi ординат — вiдрiзок 𝑏.

15. Скласти рiвняння параболи, симетричної вiдносно осi 𝑂𝑥, якщо вона вiдтинає на
цiй осi вiдрiзок 𝑎, а на осi ординат — вiдрiзки ±𝑏.

16. Знайти геометричне мiсце центрiв кiл, що дотикаються осi ординат i кола 𝑥2+𝑦2 =
1.

17. Знайти найкоротшу вiдстань параболи 𝑦2 = 64𝑥 вiд прямої 4𝑥+ 3𝑦 + 46 = 0.

18. На параболi 𝑦2 = 12 взятi три точки з ординатами 𝑦1 = 6, 𝑦2 = 2, 𝑦3 = −3. Обчи-
слити вiдношення площ двох трикутникiв: трикутника з вершинами у вказаних
точках i трикутника утвореного дотичними в цих точках.

19. Провести дотичну до параболи 𝑦2 = 12𝑥 в точцi з абсцисою 𝑥 = 3.

20. Провести дотичну до параболи 𝑦2 = 12𝑥 паралельно прямiй 3𝑥− 𝑦 + 5 = 0.

21. Провести дотичну до параболи 𝑦2 = 12𝑥, що утворює з прямою 4𝑥 − 2𝑦 + 9 = 0
кут 𝜋/4.

22. На параболi 𝜌 =
𝜌

1− cos𝜙
знайти точку, радiус вектор якої має найменшу довжи-

ну.

23. На параболi 𝜌 =
𝜌

1− cos𝜙
знайти точку з радiусом-вектором, довжина якого до-

рiвнює параметру параболи.

24. Вiдносно прямокутної системи координат написати рiвняння параболи 𝜌 =
1

3− 3 cos𝜙
.

25. На параболi 𝜌 =
8 cos𝜙

sin2 𝜙
знайти точку, радiус-вектор якої має довжину, рiвну вiд-

станi цiєї ж точки вiд директриси параболи.
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Тема 4

Площина та пряма в просторi

4.1. Нормальне рiвняння площини

Положення площини в просторi буде визначено, якщо задати її вiдстань вiд початку
координат 𝑝 та перпендикулярний до неї одиничний вектор 𝑛̄. Де б не знаходилась на
площинi точка 𝑀 , очевидною є рiвнiсть

Пр𝑛𝑂𝑀 = 𝑂𝑇 = 𝑝.

Рис. 21.

Позначимо 𝑂𝑀 = 𝑟 = {𝑥, 𝑦, 𝑧}. Знаходимо, що

Пр𝑛𝑟 = |𝑟| cos(̂︂𝑛, 𝑟) = |𝑟|(𝑟, 𝑛)
|𝑟||𝑛|

= (𝑟, 𝑛),

або
(𝑟, 𝑛̄) = 𝑝. (4.1.1)

Оскiльки |𝑛| = 1, то координатами вектора 𝑛 є його напрямнi косинуси 𝑛 = {cos𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾}.
Рiвняння (4.1.1) в координатнiй формi набуває вигляду:

𝑥 cos𝛼 + 𝑦 cos 𝛽 + 𝑧 cos 𝛾 − 𝑝 = 0. (4.1.2)

Це рiвняння називають нормальним рiвнянням площини.

4.2. Загальне рiвняння площини та його зв’язок з нор-

мальним

Будь-яке рiвняння першого степеня з трьома змiнними визначає площину. Рiвняння
виду

𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 +𝐷 = 0 (4.2.1)
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називається загальним рiвнянням площини. Тут 𝐴,𝐵,𝐶 – координати вектора 𝑛̄, нор-
мального вектора площини.

Щоб звести рiвняння (4.2.1) до нормального вигляду потрiбно помножити його по-
членно на нормуючий множник 𝜆, який визначається iз формули

𝜆 = ± 1√
𝐴2 +𝐵2 + 𝐶2

i має знак протилежний знаку вiльного члена 𝐷. Одночасно ми отримуємо формули
для визначення напрямних косинусiв нормалi площини:

cos𝛼 =
±𝐴√

𝐴2 +𝐵2 + 𝐶2
; cos 𝛽 =

±𝐵√
𝐴2 +𝐵2 + 𝐶2

;

cos 𝛾 =
±𝐶√

𝐴2 +𝐵2 + 𝐶2
.

4.3. Рiвняння площини у вiдрiзках на осях

Рiвняння площини, що перетинає всi три координати осi i не проходить через поча-
ток координат, має вигляд

𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 +𝐷 = 0, (4.3.1)

де жоден з коефiцiєнтiв 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 не дорiвнює нулю.

Рис. 22.

Позначимо через 𝑎, 𝑏, 𝑐 величини вiдрiзкiв, що вiдтинає площина на осях координат.
Цi величини є координатами точок 𝑃 (𝑎, 0, 0) , 𝑄 (0, 𝑏, 0) та 𝑅 (0, 0, 𝑐). Оскiльки цi точки
лежать на площинi, то їх координати задовольняють рiвняння (4.3.1)

𝐴𝑎+𝐷 = 0,

або 𝐴 = −𝐷

𝑎
.

Аналогiчно 𝐵 = −𝐷

𝑏
, 𝐶 = −𝐷

𝑐
.

Пiдставивши значення 𝐴,𝐵,𝐶 у рiвняння площини (4.3.1), одержимо:

−𝐷
𝑥

𝑎
−𝐷

𝑦

𝑏
−𝐷

𝑧

𝑐
+𝐷 = 0

або
𝑥

𝑎
+

𝑦

𝑏
+

𝑧

𝑐
= 1. (4.3.2)

Це i є рiвняння площини у вiдрiзках на осях.
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4.4. Рiвняння площини, що проходить через задану

точку

Рiвняння площини, що проходить через задану точку𝑀 (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) i має нормальним
вектором 𝑛̄ = {𝐴,𝐵,𝐶}, має вигляд:

𝐴 (𝑥− 𝑥1) +𝐵 (𝑦 − 𝑦1) + 𝐶 (𝑧 − 𝑧1) = 0.

4.5. Рiвняння площини, що проходить через три зада-

нi точки

Рiвняння площини, що проходить через три заданi точки 𝑀1 (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ,
𝑀2 (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) та 𝑀3 (𝑥3, 𝑦3, 𝑧3), задається спiввiдношенням⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ 𝑥− 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1
𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1
𝑥3 − 𝑥1 𝑦3 − 𝑦1 𝑧3 − 𝑧1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 0. (4.5.1)

4.6. Кут мiж двома площинами

Якщо заданi рiвняння двох площин

𝐴1𝑥+𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 +𝐷1 = 0,
𝐴2𝑥+𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 +𝐷2 = 0,

(4.6.1)

то кут мiж двома площинами (один iз двох сумiжних двогранних кутiв, утворених цими
площинами) визначається за формулою

cos𝜙 =
𝐴1𝐴2 +𝐵1𝐵2 + 𝐶1𝐶2√︀

𝐴2
1 +𝐵2

1 + 𝐶2
1

√︀
𝐴2

2 +𝐵2
2 + 𝐶2

2

. (4.6.2)

Якщо площини перпендикулярнi, то 𝜙 = 90𝑜, cos𝜙 = 0, а, значить, умова перпендику-
лярностi двох площин

𝐴1𝐴2 +𝐵1𝐵2 + 𝐶1𝐶2 = 0. (4.6.3)

Умова паралельностi площин означає пропорцiональнiсть мiж коефiцiєнтами

𝐴1

𝐴2

=
𝐵1

𝐵2

=
𝐶1

𝐶2

.

4.7. Вiдстань вiд точки до площини

Вiдхиленням даної точки 𝑀 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) вiд даної площини

𝑥 cos𝛼 + 𝑦 cos 𝛽 + 𝑧 cos 𝛾 − 𝑝 = 0

є число 𝛿, рiвне
𝛿 = 𝑥0 cos𝛼 + 𝑦0 cos 𝛽 + 𝑧0 cos 𝛾 − 𝑝. (4.7.1)

Вiдстань вiд точки 𝑀 до площини дорiвнює абсолютнiй величинi вiдхилення

𝑑 = |𝛿|. (4.7.2)

Обчислити вiдстань вiд точки 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) до площини
𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 +𝐷 = 0 можна за формулою

𝑑 =
|𝐴𝑥0 +𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 +𝐷|√

𝐴2 +𝐵2 + 𝐶2
(4.7.3)
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4.8. Канонiчнi та параметричнi рiвняння прямої у про-

сторi

Параметричнi рiвняння прямої, що проходить через точку 𝑀1 (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) i має на-
прям, заданий вектором 𝑝 = {𝑙,𝑚, 𝑛}, отримуємо з векторного рiвняння прямої

𝑟 − 𝑟1 = 𝑡 𝑝. (4.8.1)

Рис. 23.

При замiнi векторного рiвняння (4.8.1) рiвносильними йому координатними рiвнян-
нями маємо ⎧⎨⎩

𝑥− 𝑥0 = 𝑙 𝑡,
𝑦 − 𝑦0 = 𝑚𝑡,
𝑧 − 𝑧0 = 𝑛 𝑡.

(4.8.2)

Виражаючи параметр 𝑡 з рiвнянь (4.8.2), одержимо канонiчнi рiвняння прямої

𝑥− 𝑥0

𝑙
=

𝑦 − 𝑦0
𝑚

=
𝑧 − 𝑧0
𝑛

. (4.8.3)

4.9. Загальнi рiвняння прямої

Будь–якi двi не паралельнi мiж собою площини визначають пряму як лiнiю їх пере-
тину. {︂

𝐴1𝑥+𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 +𝐷1 = 0,
𝐴2𝑥+𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 +𝐷2 = 0.

(4.9.1)

Цi рiвняння, що розглядаються сумiсно, називають загальними рiвняннями прямої.
Приклад. Привести до канонiчного вигляду рiвняння прямої{︂

2𝑥− 3𝑦 + 𝑧 − 5 = 0,
3𝑥+ 𝑦 − 2𝑧 − 4 = 0.

Знайдемо який-небудь частинний розв’язок цiєї системи. Виберемо одну з невiдомих
так, щоб визначник, складений iз коефiцiєнтiв при невiдомих, що залишилися, був вiд-
мiнним вiд нуля. Вибранiй невiдомiй надамо довiльне значення i розв’яжемо систему
двох рiвнянь з двома невiдомими.

У даному прикладi за вiльну невiдому можна взяти, наприклад, 𝑧. Нехай 𝑧 = 1. Тодi
маємо систему {︂

2𝑥− 3𝑦 = 4,
3𝑥+ 𝑦 = 6,

з якої отримуємо 𝑥 = 2, 𝑦 = 0. Ми знайшли точку𝑀 (2, 0, 1), що лежить на прямiй. На-
прямний вектор прямої знайдемо як векторний добуток векторiв-нормалей до заданих
площин 𝑛1 = {2;−3; 1} та 𝑛2 = {3; 1;−2}:

𝑛1 × 𝑛2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑖 𝑗 𝑘
2 −3 1
3 1 −2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 5𝑖+ 7𝑗 + 11𝑘.
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Запишемо канонiчнi рiвняння прямої:

𝑥− 2

5
=

𝑦

7
=

𝑧 − 1

11
.

4.10. Кут мiж двома прямими

Нехай заданi рiвняння двох прямих

𝑥− 𝑥1

𝑙1
=

𝑦 − 𝑦1
𝑚1

=
𝑧 − 𝑧1
𝑛1

,

𝑥− 𝑥2

𝑙2
=

𝑦 − 𝑦2
𝑚2

=
𝑧 − 𝑧2
𝑛2

.

Кут мiж ними можна трактувати як кут мiж їх напрямними векторами. Маємо

cos𝜙 = ± 𝑙1𝑙2 +𝑚1𝑚2 + 𝑛1𝑛2√︀
𝑙21 +𝑚2

1 + 𝑛2
1

√︀
𝑙22 +𝑚2

2 + 𝑛2
2

. (4.10.1)

Умовою паралельностi прямих є паралельнiсть їх напрямних векторiв

𝑙1
𝑙2

=
𝑚1

𝑚2

=
𝑛1

𝑛2

. (4.10.2)

Щоб цi вектори, а значить, i прямi були перпендикулярнi, треба, щоб cos𝜙 = 0, тобто
виконувалась умова

𝑙1𝑙2 +𝑚1𝑚2 + 𝑛1𝑛2 = 0. (4.10.3)

4.11. Рiвняння прямої, що проходить через двi заданi

точки

Рiвняння прямої, що проходить через двi заданi точки𝑀1 (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) та𝑀2 (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2),
має вигляд

𝑥− 𝑥1

𝑥2 − 𝑥1

=
𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

=
𝑧 − 𝑧1
𝑧2 − 𝑧1

. (4.11.1)

4.12. Взаємне розташування прямої та площини

Пiд кутом мiж прямою i площиною розумiють кут мiж прямою та її проекцiєю на
площину

Рис. 24.
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Кут 𝛼 мiж прямою i площиною обчислюється за формулою

sin𝛼 =
𝐴𝑙 +𝐵𝑚+ 𝐶𝑛√︀

𝐴2 +𝐵2 + 𝐶2
√︀

𝑙2 +𝑚2 + 𝑛2
. (4.12.1)

Умова паралельностi прямої та площини

𝐴𝑙 +𝐵𝑚+ 𝐶𝑛 = 0. (4.12.2)

Умова перпендикулярностi прямої i площини

𝐴

𝑙
=

𝐵

𝑚
=

𝐶

𝑛
. (4.12.3)

Рiвняння пучка площин

𝐴𝑥+𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 +𝐷 + 𝜆 (𝐴1𝑥+𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 +𝐷1) = 0. (4.12.4)

Щоб знайти точку перетину прямої з площиною, пiдставимо координати точки прямої⎧⎨⎩
𝑥 = 𝑥0 + 𝑙𝑡,
𝑦 = 𝑦0 +𝑚𝑡,
𝑧 = 𝑧0 + 𝑛𝑡

(4.12.5)

у рiвняння площини

𝐴 (𝑥0 + 𝑙𝑡) +𝐵 (𝑦0 +𝑚𝑡) + 𝐶 (𝑧0 + 𝑛𝑡) +𝐷 = 0.

Визначимо звiдси значення параметра 𝑡, що вiдповiдає шуканiй точцi перетину

𝑡 = −𝐴𝑥0 +𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 +𝐷

𝐴𝑙 +𝐵𝑚+ 𝐶𝑛
,

якщо
𝐴𝑙 +𝐵𝑚+ 𝐶𝑛 ̸= 0. (4.12.6)

Пiдставляючи значення 𝑡 до формули (4.12.5), одержимо координати точки перетину
прямої з площиною. Якщо умова (4.12.6) не виконується, то пряма паралельна площинi
i не має з нею спiльних точок.

4.13. Варiанти завдань до типового розрахунку

1. Скласти рiвняння площини, що проходить через точки𝑀(1; 2; 0),𝑁(1;−1; 2), 𝑃 (0; 1;−1)
i знайти кути її нормалi з осями координат.

2. Знайти об’єм куба, якщо двi його гранi лежать на площинах 2𝑥− 2𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 i
2𝑥− 2𝑦 + 𝑧 + 5 = 0.

3. Знайти кут мiж прямою

{︂
2𝑥+ 𝑦 + 𝑧 − 1 = 0,
4𝑥+ 𝑦 + 2𝑧 + 3 = 0

i площиною 4𝑥− 𝑦 + 2𝑧 − 1 = 0.

4. Знайти точки перетину прямої з площиною
𝑥

2
=

𝑦 − 1

1
=

𝑧 + 1

2
, 𝑥+2𝑦+3𝑧−29 = 0.

5. Знайти кут мiж прямими{︂
𝑥− 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0,
2𝑥+ 𝑦 − 2𝑧 + 5 = 0

i

{︂
𝑥+ 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0,
2𝑥+ 3𝑦 − 𝑧 − 6 = 0.
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6. Знайти рiвняння площин паралельних 𝑥− 2𝑦+2𝑧− 5 = 0 та вiддалених вiд неї на
двi одиницi.

7. Знайти кут мiж радiусами кола 𝑥2+𝑦2+4𝑥−6𝑦 = 0, проведеними в точки перетину
його з вiссю 𝑂𝑦.

8. Знайти кут мiж площинами 𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 − 8 = 0 та 𝑥 + 𝑧 − 6 = 0 i вiдстанi вiд
початку координат до площин.

9. Знайти параметричне рiвняння прямої, що проходить через точку (-2,1,-1) i пара-
лельна вектору 𝑎̄(1,−2, 3).

10. Знайти рiвняння площини, що проходить через точку (3, 4, 0) i через пряму
𝑥− 2

1
=

𝑦 − 3

2
=

𝑧 + 1

3
.

11. Написати рiвняння площини, що проходить через пряму
𝑥− 1

12
=

𝑧 + 2

2
= 𝑦 + 1 i

перпендикулярна площинi 2𝑥+ 3𝑦 − 𝑧 = 4.

12. Знайти напрямнi кути прямої

{︂
2𝑥+ 𝑦 + 8𝑧 − 16 = 0,
𝑥− 2𝑦 − 𝑧 + 2 = 0.

13. Знайти вiдстань вiд точки (4,-1,3) до площини 4𝑥+3𝑦−5𝑧−8 = 0 i напрямнi кути
нормалi площини.

14. Знайти рiвняння прямої, що проходить через точку (-1, 2, 3) i паралельна прямiй{︂
2𝑥+ 𝑦 + 8𝑧 − 16 = 0,
𝑥− 2𝑦 − 𝑧 + 2 = 0.

15. Знайти рiвняння площини, що проходить через лiнiю перетину площин 4𝑥− 𝑦 +
+ 3𝑧 − 6 = 0, 𝑥+ 5𝑦 − 𝑧 + 10 = 0 i перпендикулярна площинi 2𝑥− 𝑦 + 5𝑧 − 5 = 0.

16. Знайти кут мiж площинами 𝑥− 2𝑦 + 𝑧 − 4 = 0 i 𝑥+ 2𝑦 − 2𝑧 + 4 = 0.

17. Написати рiвняння площини, що проходить через точку (2, 3, 4) i перпендикулярна

прямiй

{︂
2𝑥+ 𝑦 − 𝑧 + 1 = 0,
𝑥+ 2𝑦 + 3𝑧 − 10 = 0.

18. Знайти площину, що проходить через пряму
𝑥− 1

1
=

𝑦 + 1

2
=

𝑧 + 2

2
i перпендику-

лярна площинi 2𝑥+ 3𝑦 − 𝑧 − 4.

19. Знайти кут мiж прямими{︂
𝑥− 𝑦 − 4𝑧 − 5 = 0,
2𝑥+ 𝑦 − 2𝑧 − 4 = 0

i

⎧⎨⎩
𝑥 = 2𝑡+ 1,
𝑦 = 𝑡− 3,
𝑧 = 2𝑡.

20. Знайти рiвняння площини, що проходить через точки
𝑀1(−1,−2, 0) i 𝑀2(1, 1, 2) i перпендикулярна площинi
𝑥+ 2𝑦 + 2𝑧 − 4 = 0.

21. Знайти кут мiж прямими{︂
𝑥+ 𝑦 − 3𝑧 − 1 = 0,
2𝑥− 𝑦 − 2𝑧 = 0

i

{︂
2𝑥+ 𝑦 + 2𝑧 + 5 = 0,
2𝑥− 2𝑦 − 𝑧 + 2 = 0.
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22. Знайти вiдстань мiж площинами i напрямнi косинуси їх нормалей 𝑥−2𝑦−2𝑧−12 =
0 i 𝑥− 2𝑦 − 2𝑧 − 6 = 0.

23. Скласти рiвняння площини, що проходить через лiнiю перетину площин 2𝑥− 𝑦+
+ 3𝑧 − 5 = 0 i 𝑥+ 2𝑦 − 𝑧 + 2 = 0 i паралельна вектору 𝑎̄(2,−1, 2).

24. Знайти напрямнi косинуси прямої

{︂
2𝑥− 𝑦 + 2𝑧 − 3 = 0,
𝑥+ 2𝑦 − 𝑧 − 1 = 0.

25. Скласти рiвняння площини, що проходить через точки
𝑀1(1, 2, -1) 𝑀2(−3, 2, 1) i вiдтинає на осi ординат вiдрiзок 𝑏 = 3.

26. Чи є паралельними прямi{︂
𝑥+ 2𝑦 − 3𝑧 − 5 = 0,
2𝑥− 𝑦 + 𝑧 + 2 = 0

i

⎧⎨⎩
𝑥 = 2𝑡+ 1,
𝑦 = 𝑡− 3,
𝑧 = −3𝑡+ 2.

27. Чи лежить пряма

{︂
5𝑥− 3𝑦 + 2𝑧 − 5 = 0,
2𝑥− 𝑦 − 𝑧 − 1 = 0

в площинi

4𝑥− 3𝑦 + 7𝑧 − 7 = 0.

28. Скласти рiвняння площини, яка проходить через точку
𝑀(2,−3,−4) i вiдсiкає на координатних осях вiдрiзки однакової величини.

29. При яких значеннях 𝐴 i 𝐷 пряма 𝑥 = 3 + 4𝑡, 𝑦 = 1 − 4𝑡, 𝑧 = −3 + 𝑡 лежить в
площинi 𝐴𝑥+ 2𝑦 − 4𝑧 +𝐷 = 0?

30. Чи є перпендикулярними прямi
𝑥

1
=

𝑦 − 1

−2
=

𝑧

3
i

{︂
3𝑥+ 𝑦 − 5𝑧 + 1 = 0,
2𝑥+ 3𝑦 − 8𝑧 + 3 = 0.

31. При яких значеннях 𝑙 i 𝐶 пряма
𝑥− 2

𝑙
=

𝑦 + 1

4
=

𝑧 − 5

−3
перпендикулярна до

площини 3𝑥− 2𝑦 + 𝐶𝑧 + 1 = 0?

32. Доведiть, що площина 3𝑥−4𝑦−2𝑧+5 = 0 перетинає вiдрiзок обмежений точками
𝑀1(3,−2, 1), 𝑀2(−2, 5, 2).

33. Чи є паралельними прямi⎧⎨⎩
𝑥 = 2𝑡+ 5,
𝑦 = −𝑡+ 2,
𝑧 = 𝑡− 7

i

{︂
𝑥+ 3𝑦 + 𝑧 + 2 = 0,
𝑥− 𝑦 − 3𝑧 − 2 = 0.
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