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UUирокое внедрение конструкций обо~очечного типа в~ 
многих отраслях современного машиностроения и строитель­

ства вызвало постановку ряда актуальных задач, среди кото­

рых важное место занимает задача устойчивости тонких кру­
говых цилиндрических оболочек при -сжа,тии. 

Склонность тонких оболочек остро откликаться на малые 
возмущения (начальные иапряжения; колебания в толщине 
стенки и модуле упругости материала; начальные отклонения 

в форме, полученные за счет изгибания срединной поверхнос­
ти и не сопровождающиеся начальными напряжениями, так 

называемые, погиби) является основной причиной сильного 
разброса э-кспериментальных результатов, несоответствия их 
клаесическим решениям задачи о верхних критических напря­

жениях, а также неопределенности аналитических решений о 
нижних критических напряжениях с позиций теории устойчи­
вости в большом. 

Однако задача привлекзет неослабевающее вюiмание не 
следователей, поскольку с ее решением связана возможносто 
более полного использования высокопрочных материалов н 
повышения культуры производства для дальнейшего облегче­
ния и упрощения технологии изготовления конструкций. 

За последние пять лет по инициативе С. Н. Кана и В. Кой­
тера, впервые показавших преобладающее влияние осесим­
метричной погиби на критические напряжения сжатых оболо­
чек, оформилось новое направление в решении задачи на баз~ 
линейной теории оболочек, в основу которого положено пред­
ставление о нелинейнам взаимодействии различных равновес­
ных форм. Наметилась перспектива назначать расчетные на­
пряжения на оболочку, исходя из результатов решения зада­
чи о верхних критических напряженкях с учетом влияния по­

I иби, и контролировать несущую способность реальных кон­
струкций через регламентированные нормами допуски на их 
изготовление. 

Реферируемая работа посвящена исследованию недоста­
точно изученного влияния неосесимметричной погиби на ус­
тойчивость при сжатии и избыточном внутреннем йли внеш-
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1-!ем давлении, использованию идей нового nодхода в линеfi­
ных и нелинейных задачах о свободных колебаниях и динами­
ческой устойчивости тонких замкнутых круговых цилиндричР.­
ских оболочек с различными формами погиби. Сдела·ны так­
же предложения по приближенным способам учета погиби и 
линеаризации нелинейных дифференциальных уравнений од­
ного класса. 

Работа состоит из введения, шести глав и приложений. 
Во введении дан краткий обзор отечественных и зарубеж­

ных исследонаний по общей теории упругого равновесия тон­
ких оболочек с неправильностями (рнботы Х. М. Муштари, 
.А. В. Митрофановой, В. А. Воб.•1ых); исследований в нелиней· 
ной постановке с использованием предпосылки нелинейной те­
ории неидеальностей о соответствии формы по1 иби форме по­
тери устойчивости (работы Л. Доннелла, Л. Доннелла 1t 

К. Вана, А. С. Вольмира, Х. М. Муштари, В. А. Нэша, Лу 
Цзу-Дао, А. А. Буштыркова, В. Е. Минеева, Ф. С. Исанбае­
вой, А. В. Саченкова, В. В. Сорокина и др.) и без использова­
ния указанной предпосылки (работы М. С. Корнишона, 
В. С. Иванов~. Ю. М. Ломброзо); исследований, основанных 
на статистическом подходе (работы В. В. Болотина, Б. П. Ма­
карова). Основное внимание уделяется работам на базе лине­
ариэированных уравнений устойчивости (С. Н. Кана, В. Т. Кой­
тера, И. Я. Амиро, Б. М. Броуде, Д. Е. Липовского, В. А. Воб­
лых, Л. П. Винокурова и В. А. Воблых, Т. Д. Каримбаева, 
И. Хачинсона, А. В. Саtlенкова и В. Г. Выборtюва, Г. М. Ал­
тухера, С. С. Кан, Д. Е. Липонекого и В. М. Токаренко и др.). 
Отмечены наиболее общие черты и преемственность линейно­
го и нелинейнога подходов, поставлены задачи исследования. 

В первой главе рассмотрено влияние неосесимметричных 
отклонений 

(1) 

на устойчивость оболочки при осевом сжатии и внутреннем 
или внешнем избыточном давлении. Докритическое состояние 
оболочки считается моментным. Решецие выполнено на базе 
уравнений типа Доннелла-Муштари-Власова*) 

•) Л. П. Винокуров, В. А. Воб.пых. К устойчи·вости замкнутых к,руrо­
вых цилиндричес~tих обоJЮчек nри осевом сжатии н избыточном В:Нутрен­

нем давлении. Сб. «Самолетостроение и техника воздушного флота», в. 4, 
Харьков, 1965. 
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1 I 
v'Ф = -. w.и+L (w, Wn) 

Eh R 
(2) 

где: 

L (Ф, Wп)=Ф, ~~ Wn,..,. + Ф,..,. Wn, ~~ -2Ф, ~~~ wn, ~~~. 

Приолекается статический критерий устойчивости. В ка­
честве основного (докритического) принимается равновесное 
состояние оболочки в момент, непосредственно предшествую­
щий бифуркационной точке. Основное состояние определяется 
суммарным прогибом Wn=wo+w1, где Wt - докриtический 
прогиб под действием нагрузок, и усилиями Nt',N2', S' в сре­
динной поверхности, слагающимися из усилий, отвечающих 
иДеальной оболочке, и возникающих при действии внешней 
нагрузки дополнительных усилий, вызванных погибью. Про-· 
гиб при потере устойчивости w, связанный с незарисящим or 
коордИнат бесконечно малым параметром, отсчитывается от 
основного состояния и становится возможным при достиже­
нии нагрузкой критическою значения. Оболочка считается 
достаточно длинной, чтобы пренебрежение влиянием гранич­
ных условий было правомерным. 

Первый этап решения состоит в определении параметров 
основного состояния оболочки. В предположении, что прогиб 
w 1 происходИт по форме погиби (1) и мал по величине, так 
что возможно использование принципа суперпозиции, опре­

деляются составляющие w 1 под действием только осевой на­
грузки Р и только внешнего давления q. При этом в качестве 
исходных используются уравнения для идеальной оболочки, 
а погибь w0 рассматривается ка.к эффект фиктивной попереч­
ной нагрузки. В результате определены: 

W 1-=kW0 ; Wn=(k+1) W0 ; N1'=N't11. -Р; N'•=N211. '-qR 
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~ Ркр - Eh' -v_ + 1 
р --; q-qRfPв; Рв- ; а=-2~ . ,о,.0 - Р. - - RV 3(l-p.2) L..• 

n • u = о • 
d ' о V R!h d' 

( 4) 

На этом этаnе решения nроявляется качественная особен­
ность основного состояния оболочки с nогибью ( 1), характе· 
ризуемого наличием трех комnонентов кривизн срединной 
nоверхности и доnолнительных усилий N'1д .~N'2д, S' д 

С. Н. Кан и В. Койтер nри рассмотрении устойчивости обо· 
лочки с осесимметричной nогибью 

(5) 

выявили существенное влияние усилий N'2д на nонижение 
критических наnряжений. Поскольку начальные неnравиль­
Jюсти реальных оболочек всегда неосеси.мметричны, можно 
заключить, что nотеря устойчивос'I;'и должна nроисходить nри 
одновременном воздействии усилий (4), nричем в зависимос­
ти от формы nогиби роль отдельных комnонентов их будет 
существенно различной. По мере вытягивания вмятин по 
наnравляющей N'2д возрастает, а влияниеN'1д 11 S .. '- умень­
шается. При вытягивании вмятин вдоль образующей nогибь 
( 1) приближается к ~.нтисимметричной 

(б) 

что соnровождается уменьшением усилий (4). 
Далее следует решение задачи устойчивости. Прогиб пред­

ставляется в виде 

б 

CD CD 

w = ~ ~ /ша cosЛna а cos n~ 
PI•O ц-0 

(7) 
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Посредством метода Бубнова-Галеркина уравнения (2), (3) 
приведены к бесконечной системе однородных алгебраических 
ур.авнений с безразмерными коэффициентами, линейных от­
носительно fmп• но нелинейных относительно ео = {0 /h. 
Как частные случаи из нее вытекают решения В. Койтера, 
Л. П. Винокурова и в, А. Воблых для начальных отклонений 
(5) и (6). 

Для случая т0 ф О ; п0 ф О по способу С. Н. Кукуджано­
ва*) в качестве решения (7) подбирается ряд 

~ 2k-1 w = ~ cos J2к-1 т . 2к-1 п 2 
к-1 -2- о '-2- о 

(k= 1, 2, 3 ... ) (8) 
С использованием трех первых членов (8) выделяется систе­
ма уравнений третьего порядка, определитель которой, при­
равненный нулю, представляет собой уравненЕе девятой сте· 

пени относительно критического параметра р. При этом s 
элементах определителя число т задается соотношение!\! 

2k-1 
т=-2-m0,а значение n сохранено варьируемым и определя-

ется из условия реализации минимум~ р путем последова­

тельных приближений. Вычисления р для ряда исходных 

значений А0 и по и поперечного давления + q, выполненные 
по специальной программе с использованием ЭВМ «Урал-3:.>, 
показали следующее. 

1. Погибь ( 1) при неквадратной форме вмятин может 
быть более опасной, чем а_!!тисимметричнаt~ (б). Однако соот­

ветствующие ей значения р всегда располагаются выше кри­

вой .Oieo) при погиби (5) и одинаковых А0 в выражениях ( 1) 
и (5). Следовательно, выделение осесимметричной составлn,­
ющей произвольной погиби в качестве расчетной всегда обес­
печивает запас устойчивости. 2. Форма погиби ( 11 не в мень­
шей мере, чем амплитуда, определяет величину р. Причем, 
вмятинам, близким к квадратным, может отвечать упрочне­
ние оболочки. Сочетание изменений в кривизнах и докрити-

*) О наJ~лучш:А:х начальных приближениях в про6леме собственны" 

чисел в методах Ритца и Бубнова·Гале.ркина. Всесоюэ.ная конференция по 

теории пластин и обо.поче«, Ереван, 1964. 
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ческих усилий в этом случае_таково, что воздействия, опасные 

с точки зрения понижения р, могут полностью компенсиро­

ваться влиянием кривизны кручения и сдвигающих усилий 
u основном состоянии. Поэтому можно предположить, что ес­
ли оболочке искусственно придать форму погиби (1) с квад­
ратными вмятинами, ее критические напряжения значитель­

но повысятся. Это предположение соответствует исследовани­
ям О. И. Теребушко, из которых следует, что требованию на­
именьшего веса удовлетворяет оболочка вафельного типа l: 

·часто расположенными продольными и кольцевыми ребрами. 
3. Погибь ( 1) способствует повышению критических напряже­
нИй при внутреннем давлении. В этом случае осесимметрич­
ная погибь также более опасна. 4. Выводы Х. М. Муштари •. 
В. А. Воблых, И. Хачинсона о слабом влиянии погиби (1) под­
твердились при рассмотрении форм вмятин, близких к квад­
ратным. Однако при малых n0 критические параметры резка 

понижаются; уменьшение. ji достигается и при m0 =0. Ка­
чественно можно следующим образом описать воздействие на 
оболочку погиб и ( 1), обращенной к центру кривизны, с изме­
нением ее формы: 

а) При определенных параметрах антисимметричной nо­
гиби уменьшается кривизна от~ельных участков срединной 

поверхности, вследствие чего р понижается. 

б) В случае погиб и ( 1), вытянутой вдоль а, оболочка 
приобретает двоякую кривизну, отрицательную при обраще­
нии погиби к центру кривизны. При этом кривизна вдоль а 
весьма мала в силу вытянутости вмятин, так что гауссова 

кривизна будет незначительной. Кроме того, появляются уси­
лия ( 4), но по той же причине их воздействие невелико. 
Уменьшение кривизны отд~льных участков оболочки в п_ееды­

дущем случае может привести к большему понижению р, чем 
влияние отрицательной гауссовой кривизны во втором. 

в) При квадратных вмятинах имеют место изменения к:ри­
визн вдоль а, ~ и кривизны кручения. Усилия (4) стано­
вятся значи:rельными. Но сочетание всех этих факторов тако­
во, что пни взаимно компенсируются. 

г) При вытянутых вдоль ~ вмятинах кривизна кручения 
и S .. ' понижаются. Начинают пр~обладать влияние N~ .. ' и из­
менения в кривизне вдоль а, а р снова понижается. 

д) При погиби (5) совместное влияние отрицательной _!З-
уссовой кривизны и усилий N'J"' реа.Ли::sует наименьшие р. 
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Во второй главе предлагаются два приближенных способа 
учета начальных отклонений в задачах местной устойчивости 
оболочек. Оба способа связаны общей идеей эквивалентного 
преобразования оболочки с неправильностями к идеальной с 
приведеиными жесткостными характеристиками. 

Первый способ построен аналогично известному методу 
«размазывания» жесткости. Сопоставляется деформативност1, 
оболочки с погибью и пекоторой эквивалентной оболочки 
идеального очертания, модули упругости которой определяют­
ся из условия равенства деформаций разверток вь!_Резанных 
из оболочек элементов, размерами l~. = Lfm, l'l = 1tRjn, под 
действием одинаковых по величине и направлению растяги­
вающих и сдвигающих усилий, изгибающих и крутящих мо· 
ментов. 

Принято, что усилия, приложеиные по контуру элементов, 
действуют в плоскости, совпадающей с разверткой идеальной 
срединной поверхности. 

Погибь предполагается полученной за счет изгибания сре­
динной поверхности с большой частотой без начальных на­
пряжений. Форма ее считается ориентированной по главным 
направлениям, а амплитуда - не превосходящей толщины 
оболочки. 

Первоначально докритическое состояние оболочки принято 
безмоментным. Для ряда частных случаев задания формы 
погиби выводятся выражения для модулей упругости эквивi!· 
лентной оболочки при растяжении-сжатии, изгибе, сдвиге и 
кручении, с использованием которых задача устойчивости по­
логих неидеальных оболочек приводится к решению извест­
ной*) системы уравнений для ортатрапных оболочек. 

В работе. главным образом. изучаются случаи размещения 
в пределах вырезанного элемента не более одной полуволны 
начальной погиби, направленной к центру кривизны. При 
этом восприятие сжимающих усилий за счет появлеаия до­
полнительного изгибающего момента резко ухудшается, а из­
гибная жесткость стенки практически остается неизменной, 
так что учет такой погиби сводится к оценке разносопротив­
ляемости сжатию-растяжению и изгибу. 

Рассмотрено влияние погибей (1), (5), (6), 

(9) 

и некоторых других на величину р и безразмерный параметр 

*) А. С. Вольмир. «Устойчивость деформируемых систем», М., 1967. 
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n. характеризующий отношение числа волн при потере устой· 
чивости неидеальной оболочки к числу волн, отвечающему 
верхней критической нагрузке при неосесимметричном вьmу­
чивании. Показано, что наиболее опасна погибь (9), далее 
следуют (5), (б), ( l). Для этих же погибей получены прибли­
женные формулы, определяющие границы применимости ис­
ходных уравнений. Приводятся численные примеры и сопо• 
ставления с некоторыми теоретическими и экспериментальны· 

ми исследованиями. 

Далее способ применяется к расчету ортатрапных и про­
дольно гофрированных оболочек. В последнем случае опре­
деление приведеиных модулей упругости осуществлено непо­
средственно из сопоставления деформативности элементов, 
вырезанных из продольно гофрированной оболочки с погибыо 
и эквивалентной идеальиой. 

Предполагается, что в пределах одной полуволны дефор­
мации располагается не менее полной волны гофра и не более 
одной полуволны погиби с амплитудой ео .-;;:1, так что гофр 
повышает изгибную жесткость стенки, а погибь - нет. При 
решении задачи в такой постановке наглядно проявляется 
роль гофрировки как компенсатора начальной погиби. Путем 
предельного перехода к гладкой оболочке с погибью просле­
живается повышение критических напряжений от величины, 
соответствующей гладкой оболочке с погибью, до значения 
верхней критической нагрузки, являющегося верхней грани­
цей как для гладких, так и для продольно гофрированных обо­
лочек средней длины. Это возрастание, как и ослабление влия­
ния погиби, происходит весьма быстро и практически прекра­
щается, как только амплитуда гофра составляет 1,5+ 2 тол­
щины оболочки. Отсюда следует вывод о наибольшей целесо­
образности пологой гофрировки. 

Применительно к расчету оболочек с моментным докрити­
ческим состоянием споооб встречает затруднение в части уче­
та докритического прогиба, в то время как учет дополните.'lь­
ных докритических усилий трудностей не составляет. В ре­
зультате величины критических напряжений, в частности, при 
отклонениях (5) получаются завышенными на величину до 
30% по сравнению с известными результатами других авторов. 

Предложенный способ позволяет учитывать разнообра:i­
ные формы погиби и приводит к величинам критических уси­
лий, близким к критическим усилиям реальных оболочек. 

Показана приемлемость выведенных формул для ' и n к 
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расчету оболочек, докритическое состояние которых 
быть принято безмоментным. 

Во втором способе с системой уравнений (2), (3) 
ставляются уравнения 

_1 ,.,,ф- 1 w . 
Eh у - Rk, jU ' 

може·r 

со по-

(10} 

~ v•w + N'1 w,,.,. -t-N1' w.~~- 2S' w ... ~ =- ~ Ф,н, (11) 

где k1- коэффициент приведения, зависящий от формы по­
гиби и приложеиных к оболочке нагрузок. 

Предполагаем, что частные решения уравнений (2) и (10) 
будут близки, если порядок правых частей этих уравнений 
одИнаков. 

Подобно тому, как это сделано в ряде работ*) для оцен­
ки логрешиости при отбрасьшании членов дифференциальных 
операторов, с использованием изложенного в работе приема 
уточнения порядка членов вида w,,.,. Wn.~~ , исходя из фи­
зических соображений о характере деформирования оболочки 
при потере устойчивости, записываем порядок отдельных чле­
нов правой части (2) и ( 10) с учетом их знаков. Из условия 
ра.sвенства порядков правых частей (2) и ( 1 О) определяем вt:­
личину /е1 • Поскольку порядок удержанных членов в системе 
(2), (3) одинаков, естественпо, что сопоставление уравнений 
(3) и (11) приводит к такой же величине k1 • При этом поря­
док производных от Ф и w СЧJiТается одинаковым, что допус­
тимо при умеренных ~о• и учтено, что усилия N{, N2', S' в (3) 
и (11) равны. 

В результате указанного приведения жесткостные харак­
теристики оболочки ( 1 О), ( 11) остаются неизвестными вплотr, 
до окончания расчета, поскольку k1 зависит как от задавае­
мых параметр~ погиби, так и от величин w1, w, а следова-

тельно,- от р и соответствующих параметров волнообразо­
вания. 

На основе ( 10), ( 11) с использованием (7) решены задачи 
устойчивости при осевом сжатии оболочки с погибями ( 1), 
(5), (6), (9). В частности,для учета погиби (1) первое при­
ближение полученного решения имеет вид 

*) См., например, статью В. А. Воблых в сборнике «Соароти·вЛеl!'ие 

ма.териалоu и теория сооружений», вып. 3, К:иев, 1965. 
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р =~ (1 _ ~ а~о еР )z + __!__ _ ~od2p~" (а 1 + а2) 
2 2 а-р 2~ 8(а-р! 

Здесь: 

'W\ _ "io . 'W\ _ Am 
··ш- 2 ' ··ш-~ d. ' 

при 

n 

1Jo » uo • 
uo » 1/о 

Un= V R/h d 

При величинах 1)0 и U 0 одинакового порядка 

Для учета Погиби (9) получена формула 

(12) 

-=~[1- ( ~ot cun21Jo2 +е u ~~212+ _1_- /Jeot ua2d2 
р 2 ( ) 2 о2 о 2 2 4 2( • ' (13) с- р 1Jm ~ 1Jm е-р) 

где 

с= _!_ (1Ju2+ -1
-) ; eol = !otfh ; е02 lo2fh 

2 "'u2 

Частными случаями ( 12), ( 13) являются: формула для учета 
погиби (5) (при U0 =О ) , практически полностью совпадаю­
щая с решениями В. Койтера, Д. Е. Липонекого и первым при­
ближением решения В. А. Воблых, и формула для погиби (6) 
(при 1j0 = О), совпадающая с первым приближением реше­
ния В. А. Воблых. 

Это сравнение показывает, что в части учета отклонений n 
кривизнах точность способа отвечает точности первого при­
ближения решения в рядах (В. А. Воблых показал, что в за­
даче о влиянии погиби (5) последующие приближения уточ­
няют первое на 3-5%), а докритические усилия могут учиты~ 
ваться и в более высоких приближениях. Значения ji при по­
гиби (1), полученные в первой главе с помощью ЭВМ~ тре-
тьем приближении, располагаются между значениями р,под­
считанными по (12) и ( 12 '). 
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Изложенный способ указывает путь приближенного приве­
дения дифференциальны'Х уравнений устойчивости оболочек 
с операторами сложной структуры к более простым посред­
ством введения поправочного коэффициента на порядок от­
!)расываемых членов. При этом достигаются значительные 
упрощения. 

В третьей главе рассмотрены задачи о динамической 
устойчивости свободно опертой по торцам оболочки с погибью 
(5) при действии равномерно распределенной нагрузки 
Р0 + Pt cos 8t и погибью (6) под действием такой же 
продольной нагрузки и внешнего давления q. 

Предполагается, что возбуждение параметрических коле­
баний происходит вдали от резонанса вынужденных колеба­
ний. Положение оболочки в неваэмущенном состоянии опре­
деляется суммой w0и прогиба w1 под действием только посто­
янных составляющих внешней нагрузки. Докритические уси­
лия в случае погиб и ( 1) равны 

Nt~ =- Р0'- Pt cos 8t + N't1 ; N'2 =- q R + N' 21 ; S'=S'д· 

Возмущенное состояние оболочки характеризуется дополни· 
тельным прогибом w (t) и функцией усилий Ф (t). Тангенци­
альные составляющие сил инерции не учитываются. Решения 
выполняются на основе системы (2), (3), дополненной выра­
жением для радиальной нагрузки в возмущенном состоннии, 
учитывающим инерционные силы и силы вязкоtо сопротивле­

ния. 

При аппроксимации прогиба рядом 

со со 

W '·'(а, ~. t) = ~ ~ /mn (t) COS Лm а cos n~ 
m-0 n-0 

(14) 

задачи приводятся к рассмотрению бесконечных систем ли­
нейных однородных дифференциальных уравнений: второJ:"о 
порядка с периодическими коэффициентами. 

Основное внимание уделяется изучению первой формы ко­
лебаний, хотя полученные системы позволяют рассматривать 
и более высокие формы колебаний, изучение которых право­
мочно в рамках припятых допущений. 

Для исследования влияния погиби (5) на частоту свобод­
ных колебаний с использованием в качестве решения (14) 
трех членов ряда 
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06 

'W= L 1 <t> 
2к-1 

к-1 -2-mO;n 
cos 

2k-1 . 
2 

Л0 acosn~ (k=1;2,3 ... ) (
15

) 

получено уравнение частот колебаний, по которому с по­
мощью ЭВМ «Урал-3» по специально составленной програм­
ме выполнены подробные вычисления ;; (отношение частот 
свободных колебаний оболочек с погибью и идеальной) при 
изменении в шцроких пределах 

_g_ и L/R 
h 

Аналогичные вычисления проведены также для случая при 
r·рузки оболочки безынерционной силой. 

Анализ влияния погиби (5) на распределение главной об­
ласти динамической неустойчивости выполнялся по уравне­
нию первого приближения 

ё"(t) + 2е ё (t) + Q2 (1- 2:jCOS 8t) е (t) = 0 16) 

где 

-- v(l- 2[)2 + _1 - Ро f + 2f2 Тio2f4 (17) 
р*- 2 2v СТjо 2 [ (1,5 Тio)2+un 2]2 

- е cd2 
е=~ ua2; р-плотность материала; е- коэффициент 

с-ро 

затухания колебаний. 
Влияние w0 (6) на частоту колебаний и распределение глав­
ной области динамической неустойчивости выпол1:1ено по пер­
вому приближению. Сделаны следующие основные выводы. 

1. Применеиная методика позволяет с использованием ли­
нейного аппарата оценить воздействие погиби на частоты ко-
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лебаний и распределение областей динамической неустойч~· 
вости. 2. Понижение частот колебаний и расширение облас­
тей динамической неустойчивости отмечается лишь при опре­
деленных соотношениях между параметрами погиби и волно­
образования при поперечных колебаниях, которые при по­
гибях (5) и (б) соответственно имеют вид: 

2k-1 2k-1 
т=-- m0 ; n= -- n0 2 2 

(k = 1, 2, 3 ... ) (18) 

п то.~ 3. ри других значениях - , - , а также погиби, обра-
т n 

щенной от центра кривизны, частоты колебаний оболочки по­
вышаются, а ширина главной зоны неустойчивости умень­
шается, возрастает минимальный коэффициент возбуждения. 
Однако отмеченные параметры не могут превзойти велич.ин, 
соответствующих идеальной оболочке, так как в этом случае 
должна реализоваться осесимметричная форма колебаний, 
характеризующаяся независимостью от погиби. 4. В предпо­
Jюжении, что неваэмущенное состояние оболочки являетсн 
безмоментным, отклонения (5) и (б) оказывают одинаковое 
влияние на частоты и распределение областей неусtойчиво~­
ти. В противном случае влияние погиби (5) несколько сильнее 
в основном за счет появления усилийN'~ •. Прогиб W1 под дей­
ствием Р0 при погиби (5) и под действием q при (б) сказыва­
ется незначительно. 5. Учет факторов моментнаго неваэму­
щенного состояния оболочки с погибью (5), как показал ана­
лиз машинных расчетов, при рассмотрении первой формы ко-

лебаний вносит поправку к значению w в 1/20 и более при 

в_ ~ 400 .!::.._ ~ 1 _в_ -< 200 • ..!::.... ...;;: 2. 
h ~ R """" h R 

Частоты колебаний сравнительно коротких оболочек при ма­
R 

лых - могут значительно понизиться (например, при 
h 

R L - о::::200 ; - = 1 w понижается от 1 при е. =0 до 0,7 при 
h R 
е. = },0 ) ; поиижеиным w соответствуют значительное 
расширение главной области неустойчивости и уменьшение 
минимального коэффициента возбуждения. б. Анализ сходи­
мости решения в рядах, выполненный на числовых примерах, 
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показывает уточнение первого приближения двумя последую­
щими не более, чем на 1,5+ 2%. 7. Вопрос о влиянии поrиби 
на более высокие формы колебаний подробно не обсуждался, 
однако полученные формулы позволяют сделать вывод о воз­
можности сильного искажения всего спектра частот под влия­

нием погиби. 
В четвертой главе к задачам о динамической устойчивос­

ти прилагается изложенный во второй главе второй способ 
приведения оболочки с погибью к эквивалентной идеальной. 
Показано практически полное совпадение результатов по час­
тотам колебаний с учетом погибей (5) и (6) с полученнымн 
в третьей главе и для погиби (5) с недавно опубликованным!f 
результатами Д. Е. Липавекого и В. М. Коца. 

Из условия, чтобы докритический прогиб w1 под действием 
постоянной составляющей продольной нагрузки не превзошел 
0,05 w0, получена приближенная формула 

связывающая параметры оболочки и внешней нагрузки, при 
которых допустимо пренебрегать факторами моментнога до­
критического состояния. Подро_§но проанализировано влия-

ние погиб и ( 1) на величину •, для определения которой в 
первом приближении получена простая формула. Это влиянпе 
качественно совпадает с описанным в главе 1 влиянием w0 ( 1' 
на Р, но количественно - значительно слабее. 

В пятой главе в геометрически нелинейной постановке рас­
сматривается влияние погиби на свободные и параметричt· 
ские колебания оболочки. 

Решения выполнены в первом приближении без привлече­
ния предположения о соответствии формы погиби форме по· 
тери динамической устойчивости. 

Для исследования полученных посредством метода Бубно­
ва-Галеркина нелинейных дифференциальных уравнений сво­
бодных и параметрических колебаний используется идея раз· 
работанного для задач нелинейной теории колебаний 
Н. Г. Бондарем метода перемениого масштаба. Здесь же пред­
лагается обобщенный способ линеаризации дифференциалr,­
ных уравнений второго порядка с нелинейной характеристи­
кой, представляющей непрерывную дважды дифференцируе­
мую функцию. 
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Сущность способа состоит в следующем. Пусть R(E) -
нелинейпая характеристика. Представим ее в виде с*Ф(е), где 
с*- постоянный коэффициент, равный квадрату частоты u 
пекоторой системе координат, связанной с Асходной посред­
ством пока неизвестных переменных масштабов перемещений 
и времени; Ф (е) - нелинейпая функция. Коэффициент с* 
определяется аналогично тому, как это сделано в методе 

«прямой» линеаризации Я. Г. Пановко, из условия минимиза­
ции «взвешенного» квадратичного уклонения характеристики 

с*Ф(е) по отношению к исходной. В качестве веса принимает­
ся Ф(е). Для решения уравнения с характеристикой с*Ф(е) ис· 
пользуется метод перемениого масштаба. Такое ~очетание 
идей двух методов позволяет с единых позиций получить ре· 
зультаты, отвечающие каждому из методов, а также бесчис­
ленное множество других, близких к ним. При этом не исклю­
чается возможность получения точного решения некоторых 

задач. Для приближенных решений указывается интервал 
для выбора масштабов перемещений и аналитически связан­
ных с ними масштабов времени, в котором при умеренной не­
линейности частоты колебаний оказываются близкими. 

Далее изложенный способ прилагается к исследованию 
нелинейнаго уравнения с периодическим коэффициентом. По­
казывается удовлетворительное согласие способа с результа­
тами В. В. Болотина. Полученные формулы для частот нели· 
нейных колебаний и установившихся амплитуд параметриче­
ских колебаний на. границах главной области неустойчивос­
ти А используются для анализа влияния погибей (5) и (6). 
При этом докритическое состояние оболочки считается без­
моментным, а нелинейпасть - «малой». Последнее позволяет 
в качестве решения обычно применяемой*) нелинейной систе­
мы разрешающих уравнений, в частности, в задаче о влиянии 
погиби (5). принять первый член ряда ( 15). В результате за­
дача сводится к исследованию нелинейнога уравнения ~ать~ 

'ё (t) + 2её (t) + g 2 (1- 2-r cos 8t) e(t) + ф E3(t) =о, (19) 

где 

*) См. ссылку на ст.р. 9. 
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а все остальные коэффициенты совпадают с коэффициентамп 

(17) линейного уравнения ( 16), если положить там Ро _ =0, 
С-Ро 

что соответствует принятию докритического состояния безмо-

ментным (w1 =0, тогда с =1,0). 
С-Ро 

Аналогично получено уравнение дЛЯ учета погиби (б). 
Анализ полученных формул для частот нелинейных коле­

баний и амплитуд А позволяет сделать следующие основные 
выводы. 1. Если исходное невозмущенное состояние оболочки 
деформировано начальной погибью, имеет место положение 
И. И. Гольденблата и В. В. Болотина о достаточности линей­
ной теории для расчета границ областей неустойчивости. 
2. Влияние погиби на частоту нелинейных колебаний оболоч­
ки затухает с увеличением амплитуд колебаний. 3. Амплитv-

8 -
ды А при значениях к =-< 1 под воздействием погиби уве· 

2Q 
личиваются по сравнению с соответствующими значениями 

для идеальной оболочки, при к= 1 -совпадают, а при к> 1-
уменьшаются. При этом усиливается затягивание колебаний, 
хотя коэффициенты при нелинейных членах уравнений вида 
(19) не зависят от параметров погиби. Потеря динамической 
устойчивости должна иметь место при меньших частотах во::~­
мущающей силы. 4. Поскольку неваэмущенное состояние 
оболочки принято безмоментным, влияние погибей (5) и (6) 
оказывается одинаковым. 

Все сказанное имеет место при соотношении между пара­
метрами погиби и волнобразt>вания (18) и ощутимо проявля­
ется лишь при значениях е0 , близких к единице. 5. Предло­
женный обобщенный водход к линеаризации нелинейных диф· 
ференциальных уравнений второго порядка в рассмотренных 
задачах приводит к результатам, удовлетворительно согла­

сующимся с известными, и позволяет легко использовать ре·· 

зультаты решения линейных задач дЛЯ исследования нелиней­
ных эффектов. 

В шестой главе описано экспериментальное исследова­
ние*) устойчивости внецентренно сжатых оболочек. 

Вывод приближенных расчетных зависимостей выполнен 
на базе системы (2) и (3) с использованием в качестве реше-

*) Выпо.лнено совместно с А. М. Мильцыным и Д. И. Сотникооым. 
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ния ряда (7). Погибь представлялась выражением (9). Гео­
метрия докритического состояния представлена суммой Wt·• 

W1 и прогиба при сплющивании, а усилия, с учетом извест­
ного вывода ряда авторов о слабом влиянии неравномерности 
поля напряжений на величину верхнего критического напря­
жения, определены по амплитудному значению сжимающих 

напряжений в поперечном сечении оболочки. 
Было испытано 18 оболочек с измерением погиби по всей 

поверхности. Оболочки изготавливались из нагартованной 
нержавеющей стали марки Х18Н9Т (Е= 1,82. 106 кг/см2) пу­
тем свертывания из листов на отшлифованном барабане-шаб­
лоне с последующей сваркой стыка с помощью аппарата то· 
чечной сварки. Параметры оболочек: R=57 мм; L= 114 мм; 
h=0,185 мм. 

Запись погиби осуществлялась с точностью до ±0,01 мм с 
помощью специальной установки. На графиках погиби по 
различным образующим (отмечен нерегулярный характер 
погиби) выделялись участки, обращенные к центру кривизны 
оболочки и хар'актеризующиеся различными длинами полу­
волн и амплитудами. В пределах этих участков погибь рас· 
сматривалась как осесимметричная и раскладывалась в ряд 

Фурье по косинусам. В расчет вводилась вторая гармоника 
рзложения, так что фактически на выделенном участке раз­
мещались две расчетные полуволны погиби. Влияние гранич­
ных условий по контуру погиби и по торцам оболочки - н 
запас устойчивости - считалось одинаковым. 

После предварительных расчетов один из участков графи­
ков погиби, реализующий минимум критической нагрузки, 
подвергалея уточненному расчету. В некоторых случаях учи­
тывалась антисимметричная составляющая погиби (9). Обо­
лочки испытывались при эксцентриситетах е=О+ 50 мм с ша· 
гом 10 мм. Нагрузка от пресса передавалась через шарики, 
установленные в соответствующие лунки на торцевой плите. 

Потеря устойчивости при центральном сжатии и е = 
10,20 мм происходила с образованием 6+7 водн по кольцу; 
при е=ЗО, 40 .м.м- n=3+ 4; при е= 50 .м.м-п=2 +3. При 
е=О зона потери устойчивости во всех случаях охватывала 

стык. Теоретические Рт и экспериментальные -р, значенич 
критических параметров представлены в таблице. 

Из эксперимента следует. 1. Наибольшее влияние на по­
нижение критической нагрузки оказывают начальные искрив· 
ления по образующей с большой частотой. Учет только наи­
большего значения амплитуды без учета фактической протя-
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е Рт Рз 

мм .N!!l .N!!2 мз .N!!l М2 .N!!I 

о 0,498 0,550 0,576 0,637 0,637 0,674 
10 0,442 0,428 0,549 0,525 0,5153 0,654 
2() 0,378 0,436 0,444. 0,523 0,500 0,523 
30 О,Эl3 0,416 0,289 0,365 0,439 0,413 
40 0,231 0,279 0,296 '() 281 •· 0;310 0,347 
5О 0,179 0,224 0,192 0,216 0,234 0,225 

жениости вмятин является недостаточным Это обстоятельст­
во должно учитываться при нормировании допусков на изго-

1Овление реальных конструкций. Влияние искривлений по на­
п-равляющим было небольшим. 2. Критическая нагрузка ис­
пытанных внецентренпо сжатых оболочек достаточно полно 
определяется параметрами начальной погиби на учас.тке, не­
посредственно примыкающем к максимально сжатому волок­
ну. 3. Хотя на основании одного эксперимента нельзя делатЕ­
далеко· идущих выводов, отметим, что из проведеиного экспе­

римента следует практически одинаковое влияние погиби на 
величины критической нагрузки центральна и внецентренпо 
сжатых обо~очек. Следовательно, повышенным расчетным 
напряжениям для последних должны соответствовать более 
жесткие допуски на изготовление участка поверхности в зон~ 

наибольшего сжатия. 4. При известной начальной геометрии 
внецентренпо сжатой оболочки можно искусственно повысить 
ее несущую способность за счет диаметрально противополож­
ной ориентировки участка поверхности с наиболее опасной 
ЦQгцбt»ю и эксцентриси_!ета ~риложения нагрузки. 5. Тот 
факт, что при всех е Рт < р3 можно абъяснить, по-в иди­
мому, следующим. Во"первых, фактически неосесимметрич­
ные изгибания реальных оболочек представлены в расчетах 
осесимметричной составляющей, а это усиливает влияние по·· 
гиби (см. гл. 1). Во-вторых, при переходе к расчету участка, 
длиной в две расчетные полуволны погиби, в предположении, 
что влияние граничных условий по торцрм оболочки и канту" 
ру выделенного участка оболочки одинаковое, также усили· 
вается влияние погиби. 

В приложении к практическим задачам эти обстоятельст­
ва ~ векоторой степени являются полезными, так как обеспе­
чивают запас устойчивости. 
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Отсюда следует, что теория учета регулярной погиби мо­
жет быть использована при разработке норм допусков на 
изготовление реальных конструкций с нерегулярной погибью. 
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