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ГЛАВА 3 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ФАКТОРОВ ВОЗДЕЙСТВИЯ 
КВАЗИУСТАНОВИВШЕГОСЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 

НА ЭЛЕКТРОПРОВОДНЫЕ ТЕЛА 

Исходя из известных выражений факторов воздействия квазиустановив­

шегося электромагнитного поля на электропроводную среду и приведен­

ных для этого случая в Главах 1, 2 представлений для векторов на11ряжен­
ностей электрического и магнитного полей, получены представления для 
факторов воздействия при квазиустановившемся характере изменения 

э.тектромаrнитного поля. Записано соответствующие условия баланса 

электромагнитной энергии и выражения для пондеромоторных сил. 

h.1ючевые слова: математическое моделирование, факторы воздействия 

).,."Вазиустановившегося электромагнитного поля, условия сохранения 

ба.1анса энергии, пондеромоторные силы 

3.1 Введение 

В работах [1-6 и др.] приведены выражения факгоров воздействия 

электромагнитного поля: (ЭМI 1) на электропроводную намагничиваемую 
н поляризуемую твердую среду: тепловыделений и пондеромоторных фак­

торов (электрических и магнитных сил и моментов этих сил), в предполо­

жении что ЭМП является внешним воздействием, проявляющимся такими 

факторами [3-5 и др.]. 
В Главе 2 получены представления квазиустановившихся токов и на­

пряженностей электрических и магнитных полей и определены некоторые 

"!атематиLJ.еские действия над комплексными векторами (имеющими одно­

временно свойства и векторов и комплексных чисел, которые не всегда 

определяются однозначно). 

Ниже с учетом результатов, приведенных в Главах 1, 2 получены пред­
ставления для фактороn воздействия на материальную среду при квазиус­

тановившимся характере изменения имеюшегося ЭМП. Исходя из теоремы 
Пойнтинrа записаны соответствующие условия баланса электромагнитной 

энергии для рассматриваемого случая. Рассмотрены силовые факторы воз· 

.1ействия ЭМП. 

3.2 Энергетические факторы воэдействия 

В работах [ 1, 2, S и др.] приведены выражения мгновенных значений 

объемной плотности »:u=,t) энергии ЭМП, а также условия сохранения 
этой энергии (теорема Пойнтинга в локальном формулировании), которые 
.L,я линейных относитепьно электромагнитных свойств тел имеют вид 
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W.(r,t) = ![eE2 (i,t) + µН2 (i,t)]; (1) 

d. s- дW. Q 
- IV • =д/+ ., (2) 

где 

s.(i,t) = Ё(r,t) х Й(r,t) (3) 

- вектор Пойнтинга, а 

Q.(i ,t) = Jcr,t) о E(r,t) !11! aE2(i,t) (4) 

- Джоулево тепло (мощность отдаваемая полем в единице объема и 

проявляющаяся в виде тепла - мощность потерь). 

Запишем теперь приведенные зависимости для линейного электропро­

водного тела в случае воздействия квазиустановившегося электромагнит­

ного поля (КУЭМП), когда векторы тока проводимости, а также напря­

женностей электрического и магнитного полей имеют вид (4)-(6) Главы 2, 
т.е. 

f(r,t) = Rei.(r,t) = Re(f(i, т)im), (5) 

где T(r,t)= UCi,t);Ё(i,t);Й(i,t)J, а векторные функции [(i,т) есть 

малоизеняющиеся в периоде U = ~ комплексные амплитуды (прини­
маемые постоянными относительно времени в каждом рассматриваемом 

периоде), так что выполняются относительно времени условия (3) Главы 2, 
а именно 

l
af (i, т)I 'т_( _ >1 о -дt <<ш/_ r,т, t> . (6) 

где т - <(Медленное» время, определяемое зависимостью (2) Главы 2. 
Для рассматриваемого КУЭМП, соответствующего вешественным час-

п1м комплексных векторов }.(r,t), Е.(Г,t), ii.(i,t), которые определены 
зависимостями (54), (55) Главы 1, из формул (1)-(4) для мгновенных 
значений рассматриваемых величин получим: 

W.(f ,t) = ~[s(Re E.(r,t))2 + µ(Rей. (r,t))2
], 

S.(r,t) = (ReE.(r,t)) >< (ReЙ.(i,t)) 

Q.(r,t) = a(ReЁ.(r,t)) 2 , 
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З;:хесь Ё.(i,t) и Й.(i,t) - комплексные вектора напряженностей электри­
ческого и магнитного поля (комплексные напряженности попей - вектор­

ные функции, полученные вследствие решения сформулированных в Гла­

ве 1 задач математической физики). 
Учитывая формулы (7), (31), (41) Главы 2 имеем: 

_, 
- 2 1-2 -- - -

(ReE.(i,t)) = 4-[Е. (r,t) + Е. (r,t) + 2E.(i,t)E.(i,t)] = 
1 - 2(- ) 2iм -==

1
(- ) -2ifJJI -(- -Е_(_ )] = 4 [Е r,re +!1 r,re +2~r,т)_r,r, 

(ReЙ.(r,1))2 =i[й.2(i,t)+й. 
2 
(i,t) +2Й.(i,t)Й.(i,t)] = 

i[i/ (l=,r)e 2
il!I! + Й

2 

(i,r)e-2i(J}I + 2Й(i,r)Й(i,r)], 

(ReЁ.(r,t)) х (ReЙ.(r,t))"" t[Ё.(r .t)x Й.( Г,t) + 

+Ё.(i,t) х й.(r,t)+ Ё.(r,t) х й.(r,t) + i.U:,t) х й.(r,t)] !Е 

= ![~(i, т) х Н(Г, r)e2;/i)/ + ~(r, r) х H(i, r)e-liш1 + 
- -

i_(i, r) х Й(r, r) + Й(i, т) х fJ_(i, т)], 

( 10) 

Здесь i_(i,r), как и в предыдущих главах, комплексная векторная функ­

ция сопряженная с '[_(i;r) = {:Й_(i, r);Й.(i, r)}. 
Подставляя (10) в (7)-(9) и учитывая зависимости (6) Главы 2 (или (24), 

(41)), для мгновенных значений (значений в каждый момент времени) [6, 7 
и др.) рассматриваемых функций найдем: 

- для объемной плотности W~(i,t) энергии ЭМП 

где 

W. (i ,t) = 11(1/i. r) + Jf( 2) (i,t). 

»(1)(i, r) = ~[c~(r, r)~(i, т)+ µЙ(r,i-)Й(i, i-)); 

W(2)(r ,t) = k[t:(~ 2 
(i, т)е2;м + ~~ (i, т)е-2;/!1!) + 

+µ(f/ (i,r)e2iwt + i/ (i, r)e-2iш1 )] = 2 Rew<2J(i, r)e2ir<11, 

- для вектора Пойнтинга S. U ,/) 
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где 

- 1 - ~ -=-. -
S(11lr, r) = 4[E_(r, r) х H(i, r) + E(r, т) х H(r, т)] = 
= !Re(Ё'(r, r)x Й(r, r)); 

sщcr,t) = ttЁ(r,т) х Й(r, т)е2 "'т + ~(r,т) х ii(r, r)e_2"w] = 

,;;; 2Rcs<2>(r, т)е2;"", 

S(2)(i;r) = ~(Ё(r, т)х H(i,r)); 

(12) 

- для Джоулева тепла Q. (i,t) 

где 

(13) 

Q<•J (r, i-) = 5i Й.<;: ;r)Ё_(;:, т); 

Qm (r,t) = *"(Ё2 (r;r)e2;ш1 + Й..2 (r, т)e-2irot) = 2 Re(Q(2)(i, r)e2;""), 

Q'2)(i, r) = ~ й_ 2 

(i, т). 

Таки:м образом, в КУЭМП объемная плотность электромагнитной энер­

гии и Джоулево тепло, а также вектор Пойнтинга имеют вид суммы дnух 

составляющих: медленноизменяющихся во времени Jf(1)(r,r), Q( 11 (r,r), 

S(l)(i, r) (принимаемых постоянными в каждом конкретном периоде 

U = 2Л) и квазиустановившихся Wщ(r,t), Q1 ~ 1 {f,t), Sщ(Г,т) (почти 

периодических о пульсации 2w). Амплитуды W' 21 (i=,r), Q121 (i.т), 
- 2) S( (i, т) квазиустановивu111хся составляющих являются малоизменяющи-
мися относительно времени функциями на периоде [Г (принимаемыми 

постоянными в каждом периоде), удов,1етворяющими следующему из (6) 
условию 

(14) 
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Здесь R12>(r,т) = fW12 >(i,т);Q( 2)(i,т);S12 >(i,r)}. Поэтому функции 

R( 2)(i, т) в соответствии с зависимостью (2) Главы 2 будут функциями 
<(медленного» времени 

&. t t 
r = сшt = ТТ = И. , и ~-1 =и 

• - СйJ с. 
(15) 

( е. << l, с. = 2ns << 1 - вследствие принятых предпосылок, И. - харак­

теристическое значение «медленного» времени r ). 
Запишем также выражения описанных формулами (42) Главы 2 средних 

на периоде И=~ значений (важных в применениях характеристик [4, 6, 

8-11 и др.]) рассмсtтриваемых выше величин R.(r,t)={W.(r,t);S.(i,t); 

Q.(r,t)}, а именно 
t+U 

[R.(i,t)].rr = Ь f R.(r,t)dt. (16) 

Тогда учитыяая заяисимости (7)-(9), а также (43)-(45) Главы 2 имеем 

[W.(r,t)]sr = W(Г,r) = i[e~(r, r)Й.(r, r) + µЙ(i, т)Й(i, т)], 

[S.(i,t)]sr = S(r, r) = i[Ё(r, т) х Й(i, т) + g(i, r) х Й(Г, r)], (17) 

[Q.(i,t)].rr = Q(i, r) = ~E(r, r)~:<r, r). 

Сравнивая формулы (17) и (J 1)-(13) получаем, что средние в периоде 

составляющие [R.(r,t)]. совпадают соответственно с составляющими 
SГ 

R(I) ( r, r) . Суммарные мощности почти периодических составляющих 

R121(i,t) на периоде И= 2tff. в применяемом квазиустановившемся приб­
.1ижении равны нулю, т.е. 

( 18) 

Сформулируем теперь теорему Пойнтинга (2) для КУЭМП. Учитывая 
(l l)-(IЗ) из соотношения (2) найдем 

-div[ S(l)(r, r) + Sщ(r,t}] .... Й/~1)<Г' •) + W(2)(r,t)) + 

+Q< 1>(r,r) + Q(l)(r,r). 
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Отсюда принимая во внимание (14), запишем 

- 2 - 2 -=< 2) 
-divS(1)(r,r)-[e 'ШldivS( 2 J(i,r)+e- 1(QldivS (i,r)] = 

-Лw <- ) 2" . .r i(2шi+~)w(2)c- ) -i(2t!)/'+~Jw<2J(_ )] - дt (l) r,r + <иtе r,т +е r,т: + 

(19) 

Проинтегрируем соответственно ( 16 ), выс-rупающие в зависимости (] 9) 

величины divS.(i,т) и lt W.(i,т) (при постояlШых комплексных 
амплитудах в каждом периоде, согласно с зависимостью (6)). Тогда имеем; 

- для плотности энергии 

д W - ] - д W - [_Q_W - ] - · [ дt • ( r ' 1) sr - дt ( 1 1 ( r' ') ' дt т ( r '1) sr - О ' (20) 

- для вектора Пойнтинга 

[divS.(i,t)]. =divS(1>(r,r), [divS(2J(r,t)]. =О. sr · sr (21) 

Сравнивая коэффициенты при соответствующих гармониках синуса и 

косинуса из равенства ( 19), учитывая (20), (21 ), имеем 

[g,w.(i,l)]sr = g1 ~ 1 )(r,r)+Q( 1 >(i,r) = 
= J. lrW<1J(r,r)+Q(1J(i,r). 

(22) 

При этом получаем дополнительные зависимости связывающие амплиту­

ды рассматриваемых векторов: 

(23) 

-::(2) -( 21 -(2) 

-divS (r,•) = -2iwW (i,r)+Q (r,i-), 

т.е. находим три балансовые зависимости соответствующие исходному 

виду теоремы Пойнтинга. 

Отметим, что зависимость (22) получаем также путем интегрирования 
(согласно с (16)) выражения (19) при постоянных в периодах амплитудах. 
В зависимостях (23) выступают только значения квадратов и произведений 
постоянных в периодах комплексных: ампли-rуд (эти зависимости являются 

верными в каждом периоде). Второе уравнение (23) вытекает из первого 
и есть сопряженное с ним. 

Интегрируя сторонами уравнение (22) д.1Я области Q тела и применяя 
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теорему Гаусса-Остроградского, получаем в рассматриваемом случае 

аналитическое выражение соответствующее теореме Пойнтинга в интег­

ральном виде (баланс мошности КУЭМП [4, 6, 8-11 и др.]), а именно 

rff- - - д ·- --w S(l)(r ,r)dS = дt W (r, r) + q(r, r) = 
s 

1 д "(- ) (- ) !!!--W r,т +q r,т , 
и.дт 

{24) 

где W
0

(r,т) = Jff ~ 11 (i,i-)dV - суммарная малоизменяющаяся в периоде 
.о 

часть плотности энергии ЭМП (принимаемая постоянной в каждом кон­

кретном периоде), q(i, r) = НJ Q(l) ( i, r)dV - суммарная мощность малоиз­
п 

меняющейся в периоде части Джоулева тeIUia (принимаемая также посто­

янной в каждом конкретном периоде). 

В установившемся монохроматнчсском процессе среднее значение 

энергии ЭМП в периоде не изменяется (напряженности электрического 

и маrнитноrо полей через период И возвращаются .к исходным зна­

чениям). Электромагнитная энергия согласно (1) однозначно определяется 
через напряженности полей, т.е. по истечении периода принимает 

начальные значения [7, 10, 12, 13 и др.]. В силу этого выполняется условие 

[l, W.(r,t)]~1• =О. Этот результат получаем с выражения (20) учитывая, 

что ~ 11 является в этом случае функцией зависимой только от r , т.е. 

~.1 = ~11<'> <grft(1)(r) =О). 
Таки:v~ образом, при КУЭМП среднее значение электромагнитной энер­

гии в объеме .Q не изменяется в конкретном рассматриваемом периоде 

(принимается постоянным) и может изменятся согласно (24) по истечении 
значительного количества периодов, т.е. является функцией «медленного» 

времени r. Баланс этой энергии определяет зависимость (24). Средняя 

мощность почти периодической составляющей J1~ 2)(r,t) электромагнит-

ной энергии па периоде И = ~ в используемом квазиустановившемся 
приближении, соответственно с (21) равна нулю. Отметим также, что при 
рассмотрении вопросов связанных с теоремой Пойнтинга для комплексных 

амплитуд (при монохроматическом рассмотрении) часто вводят комплекс­

ные мощности [6, 7, 12, 13 и др.]. Этот формализм может быть обобщен 
и на модулируемые амплитуды. Все из приведенных выше зависимостей 

моrут быть записаны также, когда исходные модулируемые амплитуды 

f"(i,t) имеют вид 
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т· (r,t) = (/)( т)fc(r). (25) 

Выражения для удельных плотностей величин R.(i,t) = {W.(i,t); 

S.(r,t); Q.(r,t)}, соответствующим заданным мн.имым составляющим 

векторов ]~ 0 J (r ,t), Ё.0 (r0 ,t) или Н •0 (Уа ,t) можно получить аналогично 
аналогично учитывая известную зависимость (6-8 и др.] 

- l - -
ImТ.(i,t) = 2i(Т.(r.t)-Т.(i,t)) (26) 

где i.(r,t) = {Ё.(r,1); Й.(r,t)}. Оrметим, что выражения для усреднен­
ных в периоде И удельных значений электромагнитной энергии, вектора 

Пойнтинга, а также Джоулева тепла при задании как вещественных, так 

и мнимых частей этих векторов совпадают. 

В частном случае токов плотностью (3) или заданной напряженности 

электрического (9) (магнитного (10)) полей Главы 1 функuия Ё.(r,t) 
согласно с (50) Главы 1 запишется как 

(27) 

где функuия qJ(т) принимает соответственно значения /(r) или E(r) 

или H(r). При tp(r) = 1 получаем выражение для установившеrося (гар­

моничного) ЭМП. Учитывая в формуле (9) зависимость (27) имеем 

(28) 

Здесь lf!(•) = tp2('i:) = {J2(r) или E 2(r) или H 2(r)}. Принимая во внимание 
(l), (50) Главы l получим 

(29) 

В зависимости: 

Q(I) (i, r) = ~ tp(r)Ё(i) · ~(i) = v1(т)Q(l\i), 

Q(2J (i,t) = 4 V!(•)[E\r)e21aя + g,2 
(i)e-2 iйll'] = 21f(r)Re[Q<2J(r)e2

;,,.. ]; 

Q<1>(i) = 2 ~(r)· E(i), (30) 
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Учитывая что в периоде усреднения функции / ( r), Е2 
( r) или 

Н2 (т) принимаем постоянными, находим 

(3 L) 

В случае устанони11шеrося (монохроматического) ЭМП имеем 

(32) 

Отметим, что выражения (30) согласно (37) Главы 1 могуг быть также 

записаны через функции Й.(i,t). 

3.3 Силовые фаь...,-оры воздсйсrвия 

Вторым фактором воздействия ЭМП на материальную среду является 

силовое действие. 

Для линейных, однородных и изотропных ноляри:Jуемых и магне­

тизуемых тел силы действия (пондеромоторные силы) описаны форму­

.1ами, приведенными в [3, 4, 6, 9, L О, 12 и др.], а име1шо 

-- ..... - -
F. = F.A + F.E + F.м • (33) 

где соответствующие выражения дп.я силы Ампера F. А , а т0:1кже сил 

- -
Кельвина электрической F.E и магнитной F.м имеют вид: 

- - -
F.A = µ0µ.аЕхН, 

(34) 

Отмети\11, что последнее представление составляющей F.E записано с уче­
том второго уравнения Максвелла (37) Главы 1. 

Для КУЭМП, соответствующего заданию вещественных частей векто-
-rо~ - - - - -

ров j. (r,t), E,0(r0 ,t) или H.0 (r0 ,t), описакых зависимостями (1), (5) 

Главы 1, из формул (33), (34), учитывая (39), (40) Главы 1 получим: 

F.ii,t) = JIO[ReЁ.(i,t)]x[ReЙ.(i,t)], 
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i.ь.(r,t) = е0 (в. -1){1-gra(l[ReЁ.{f,t)]~ - ReЁ.(i,t) х 

xrot[ J~e Л. (r,t) ]} == е0 (в. -1){1 grad [Re Ё. (r ,t)] 2 + (35) 

+ J.l ReЁ.(r,t) х g1 [ReЙ*(i,t)J}, 
- 1 - - 2 F.м = 2 µ(µ. -l)grad[ReH.(r,t)] 

Основываясь на формулах (32), (35) Главы 2 и выражения (6) для мгно­

венного значения плотности F.(r,t) пондеромоторной силы (т.е. значения 
силы в каждый момент времени), аналогично как в представлениях ( l l )­
( 13) для энергии КУЭ.МП, вектора Пойнтинrа и Джоулева тепла, получаем 

ft.(r,t) = ~l)(r, r) + /3;2) (i,t)' 

rде: 

- для составляющей ~ 11 ( i, т) : 

- µа- --::::- -= -
FA(I) (i, т) = 4[Е( i, r) х H(i, r) + .g(i, r) х H(i, т)] = 
µа - - ·-:;- -

=-у Re[E(r ;r) х H(r ,т)], 

Feo) (r, r) = -!е0 (е, -1) {grad[i:(r, r)" ~(i, т)]­

-µw[(~(i, т) х Й(i, r)- iЙ.(i, т) х Й(r, r)] }, 

- 1 - -::;-
FM(l)(i,т) = 4µ(р, -l)grad[H(i,т)o Н(r,т)]; 

- для. составляющей ~2) ( r' t) : 

i(2) (i,t) = iA(2J(r,t) + Fr.:щCi,t) + iм(2)(r,t), 

FA(2J(r,t) = 7 [Й(r, т) х Й(i, т)eLiox + -g_(i, r) х H(r, т)е-2'""] = 

= 2Re[i~2J (r, т)е2;.т], 
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+iµ(L)Й.Ci, r) х Й(i, r)] e2iюt} = 2Re[F~2)(i, т)е2 ;°'1 ], 

Ё'мщ (r,t) = ! µ(µ. - J)Re[ (gradн\;:, r) )е21 "'1 J !1! 

• 2 Re[ft2J(.r, т)е2'"" ]; 

В зависимости (38): 

- (2) - _ µа - - - -
FA (r,т)-т~(r,т)xH(r,r), (39) 

ii,2\r, т) = !е0 (с. -1)[ 1 gradЁ\r,i") + i,ишй(i=, т) х Й(r, r)], 

-(2)- _] -~-
F,., (r,т)--gJ1(µ.-1}gradH (r,т). 

Аналогично как энергия КУЭМП, вектор Пойнтинrа и Джоулево тепло, 

удельная плотность пондеромоторной силы равна сумме двух составляю-

щих: ма.,оизменяющейся во времени ~ 1 /i,т) (почти постоянной на пе-
риоде И) и квазиустановившейся f'c2) (i, т) (почти периодической на пери-

оде Q = ~ = ~ ). 
Найдем также важное в применениях среднее в периоде U значение 

F(r, r) пондеромоторной силы (определяемое зависимостью ( 16)), 

а именно 

t+U 
- - 1 f -F(i,т) = [F.lr,t)]sr =И F.(i,t'}dt. (40) 

Принимая согласно (2), (4), (7), (8), (l l), (12) Главы комплексные 

амплитуды Ё(r,t) и Й(r,t)в каждый момент времени на периоде 
постоянными, имеем: 

F(r, т) = FA(r, r) + FE(i, т)+ ~ч(r, r); 

FA(i, r) = µ: [:Й(r, r) х Й(i, т) + "l_(r, r) х Й(i, т)] ~ 
- µа - - ~ -
= yRe[g(r,r)x Н(r,т)], 

FE(r,r) = !е0 (е. -1) {gп1d[E(r,r)o g_(r, т)]­
-µw[iЁ(i, т)х Й(i, т)-it_(i, т) х Й(i, т)]}, 
- 1 - ~ 
Fм(i=,т) = 4 µ(µ. -l)grad[H(r, r)o H(i,r)], 
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т.е. среднее значение функции F.(r,t) на периоде И как и для иных ха­

рактеристических величин совпадает со слагаемым ~ 1 )(r,1') = 

= FA(t)(r, r) + FE(tJ(r,т) + i,ч0)(r, r), а именно 

F(i, т) == [F.(r,t)], = ~1 }(i, r). 
sr 

(42) 

Выражение пондеромоторной силы F. ( r, t) соответствуюшее заданию 

мнимых составляюших векторов ].'01 ('r,t), Ё.0 (i0 ,t) или ii.0(i0 ,t) можем 
получить аналогично, учитывая зависимость (26). Подобно как и для 

электромагнитной энергии и Джоулева тепла, выражения для средних на 

периоде И значений силы F.(r,t) при задании как вещественных, так 
и мнимых частей этих векторов совпадают. 

Для частного случая токов плотностью (1), (3) или заданной напряжен­
ности электрического (5), (9) или магнитноrо (6), (10) поля, приведенных 
в Главе 1, учитывая (50) Главы 1 и (28) ,(29) придем к оыражению идентич­
ному (36), т.е. 

i.(r,t) == ~,)(r,r)+ i(1)(r,t), 

где: 

-для составляющей Ё( 1 )(r,r): 

i<11(r, т) = FA(l)(r, т) + FE(l)(r, т) + i M(l)(r,r)' 

Ё'A(t)(r, r) = µ; lfl(r)Re[.Ё(i) х Й(i)] = 1/1( r)i';1>(i), 

FE<r>(r, r) = ie0 (e. -1)w( r){grad[Ё(i) о ~(r)]-

-2,uшRe[iЁ(r) х H(r)]}; ljl( r)F};l)Ci), 

(43) 

(44) 

F мо 1 Сi, r) = ~:Jl(Jl. - l)v/( т)grad[Й(i, r) о Й(i, т)] = \1/( т)i~J( i); 

причем Fj1
) (r) = µ; Re[~( r) х Й ( i) ], 

Fi1J(i) = -!е0 (е. -1) {grad[!(r) о E(r)]-2,umRe[iЁ(i) х Й(i)]}, 

ii>(r) = !µ(µ. -l)grad[ii(f,r)oЙ(i,т)]; 

-для составляющей i(2>(r,t): 
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~2,Ci,t) = FA(l/i,t) + PE(2)(i,t)+ FM(2)(i,t)' 

Fл(2)(i,t) = µ{ Vt( r)Re[~(f) х Й(r)е2 ;{1)/] = 21/f( r)Rc[F~2J (r)е2;ш1 ], 

- - _ 1 I - 2 -
FE(l)(r,t) - 2i0 (e. -l)lf!(т)Re{(2gradE (г) + 

+iµm~Ci)x H(i)]e2
i
0Jt} = 2111( т)Rе[ i2\i)e2'м ]; 

F- - 1 ( ) ( [ - 2 
- ) 2iax м<2J(r ,!) = 4 µ JI. -1 lf/ r)Re gradH (r, т е ] = 

= 2\t'( т)Re[J:~>(i)e2iwt], 

причем 

F~2\i) = µ: ~(r)xЙ(i), 
i2J(r) = iв0 (с. -1)[ ~gradE 2 

(i) + i,ucuЁ(r) х Й(i)], 

Fi1~>(i) = i11(p. -l)gradЙ2 (r,т), 

(45) 

а lfl(T) прини~ает соответственно значения /(т), Е2 (т) или H 2(r). 

Полагая IJI( т) = 1 получаем выражения пондеромоторной силы при 

воздействии установившегося (гармонического) Э.\111. 

Приншлая функции / ( т) , Е2 
( т) или Н 2 

( т) постоянными на 
периоде усреднения, из (40) приходим к (42). 

Приведенные выше формулы определяют факторы воздействия 

КУЭМП на электропроводное тело. Они используются при решении ряда 

задач об онределении эдеюромагнитных и термомеханических свойств 

электропроводных тел лри технологическом воздействии раз.;111чных типов 

эмп [4, 6. 7. 12, 14-16 и др.]. 

3.4 Выводы 

Получены представления для факторов воздействия па материальную 

среду при квазиустановившемся характере изменения имеюшегося ЭМП: 

энергетических и силовых. 

Основываясь на теореме Пойнтинrа записаны соответствующие усло­

вия баланса электромагпишой энергии для исследуемого случая. Рассмот­

рены си11овыс факторы воздействия. При этом исходными являются мгно­

венные :1начения объемной плотности энергии ЭМП, а также условия сох­

ранения этой энергии (теорема Пойнтинга в локальном формулировании) 

для линейных относительно электрических и магнитных свойств тел, а так­

же известные выражения плотности пондеромоторной силы через пара­

метры, описывающие ЭМП. 
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Получено, что в КУЭМП объемная плотность электромагнитной энер­

гии, Джоулево тепло и вектор Пойнтинга, а также плотность пондеромо­

торной силы имеют вид суммы двух составляющих: медленноизменяю­

щихся во времени (принимаемых постоякными в каждом конкретном пе­

риоде) и квазиустановившихся (периодических во времени о пульсации 

2w ). 
Записаны выражения для средних на периоде значений рассматривае­

мых величин (важные в применениях их характеристики). 
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MODELING OF FACTORS OF ACTION OF QUASI-STATIONARY 
ELECTROMAGNETIC FIELD ON ELECTROCONDUCTING BODIES 

Proceeding from the known expressions for factors of action of quasi-stati­
onary electromagnetic field on electroconducting medium and presentations for 
strength vectors of electric and magnetic fields, given for this case in Chapters I, 
2, the presentations for factors of action for quasi-stationary nature of change of 
electromagnetic field are obtained. The corresponding conditions of balanse of 
electromagnetic energy and expressions for ponderomotor forces are written 
down. 

Keywords: malhematical modeling, factors of action of quasi-stationary 
electromagnetic field, conditions of energy balance conservation ponderomotor 
forces. 
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MODELOWANIE CZYNNIKÓW ODDZIAŁYWANIA QUASI­
USTALONEGO POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO NA CIAŁA 

PRZEWODZĄCE ELEKTRYCZNOŚĆ 

W oparciu o znane wyrażenia dla czynników oddziaływania guasi­
ustalonego pola elektromagnetycznego na środowisko przewodzące elek­
tryczność oraz przedstawień dla wektorów natężeń pól elektrycznego i mag­
netycznego otrzymane są podania dla czynników oddziaływania przy quasi­
ustalonyrn charakterze zmiany pola elektromagnetycznego. Zapisane pozostały 
również odpowiednie warunki bilansu energii elektromagnetycznej oraz 
wyrażenia dla sił ponderomotorycznych. 

Słowa kluczowe: modelowanie matematyczne, czynniki oddziaływania guasi­
ustalonego pola elektromagnetycznego, warunki zachowania bilansu energii, 
siły ponderomotoryczne. 
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