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ВСТУП 

Мета методичних рекомендацій – допомога здобувачам вищої освіти у 

засвоєнні розділів «Визначений інтеграл» та «Застосування визначеного 

інтеграла» 

Інтеграли використовуються в різних задачах інформатики, числового 

аналізу для наближення функцій, вирішення задач оптимізації з обмеженнями, 

що виникають при моделюванні технічних процесів на транспорті, в 

промисловості та економіці і приводять до чисельного розв’язання 

диференціальних рівнянь. Досвід, набутий при вивченні цієї теми, буде 

сприяти успішному застосуванню математичних дисциплін для вивчення 

дисциплін спеціального циклу та вибіркових дисциплін. 

Методичні рекомендації містять необхідний теоретичний матеріал, 

достатню кількість детально розібраних прикладів, велику кількість варіантів 

для індивідуальної і самостійної роботи для складання КЗ2 та підготовки до 

екзамену. Вони сприяють досягненню результатів навчання 

ОРН1,ОРН2,ОРН5,ОРН7 передбачених відповідними робочими програмами 

(РП).  
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ОБЧИСЛЕННЯ ПЛОЩІ 

Вираження площі фігури інтегралом 

Визначимо площу криволінійної трапеції АВСD (рис. 1). Ця фігура 

обмежена зверху кривою DС, що має рівняння ( ),xfy =  де ( )xf – є додатною

та неперервною на проміжку [а, b] функцією, знизу вона обмежена відрізком 

АВ осі Ох, а з боків – двома ординатами АD та ВС (кожна з яких може 

виродитися в точку). Отже, шукана площа фігури АВСD дорівнює 

( )S ydx f x dx
a

b

a

b

= =     (1) 

       Рис. 1     Рис. 2 

Якщо криволінійна трапеція СDFЕ обмежена знизу та зверху кривими (рис. 2), 

рівняння яких 

( ) ( ) ( ) ( )( )y f x y f x a x b f x f x1 1 2 2 2 1= =   , , , ,

то розглядаючи її як різницю двох фігур АВFЕ та АВСD, одержимо площу 

трапеції СDFЕ у вигляді 

( ) ( ) ( ) S y y dx f x f x dx
a

b

a

b

= − = − 2 1 2 1 .          (2) 

Формула (1) може бути використана і в тому випадку, якщо крива, що обмежує 

криволінійну трапецію, задана параметрично ( ) ( )x t y t= = , .  Проводячи

заміну змінної в інтегралі (1), одержимо (припускаючи, що х = а при t = t0, x = 

b при t = t1): 

( ) ( )S yx dt t t dtt

t

t

t

t

=  =    .

2

1

2

1

         (3) 
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Приклад 11. Визначити площу еліпса, рівняння якого  

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
 

 

Рис. 3 

Еліпс (рис. 3) – симетричний відносно координатних осей, тому шукана площа 

S в чотири рази більша тої площі еліпса, що лежить у першому координатному 

куті, тобто  

=

a

ydxS

0

4  

Замість того, щоб визначити у із рівняння еліпса та підставити одержаний 

вираз у підінтегральну функцію, скористаємося параметричним заданням 

еліпса 

  tbytax sin;cos ==        (4) 

та введемо замість х нову змінну t; у – виразиться тоді із другого рівняння b 

(4), коли х змінюється від 0 до а, t змінюється від /2 до 0, а так як всі умови 

правила заміни змінної у даному випадку виконані, то 

( )  ===

0

2/

2/

0

2 .sin4cossin4





abtdtabtatdbS  

Якщо а = b, то S = a2, тому що еліпс перетворюється в коло. 

Приклад 2 1. 

 Визначити площу фігури, обмежену двома конгруентними параболами 

y px2 2=  та x py2 2=  (рис. 4). Скористаємося формулою (2), покладаючи в 

ній y
x

p
1

2

2
= ;  y px2 2= .  
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 Рис. 4 

Для визначення проміжку інтегрування розв’яжемо сумісно дані рівняння та 

знайдемо абсцису точки М перетину двох парабол, відмінної від початку 

координат: вона дорівнює 2р. Маємо 

S px
x

p
dx px

x

p
p

pp

= −








 = −















= 2
2

2

3
2

6

4

3

2 3

2
3

3

0

2

0

2

. 

Приклад 3 1 

 Обчислити площу фігури, обмеженої циклоїдою ( ),sin ttax −=  

( )tay cos1−= . Маємо за формулою (3) 

( ) .3
0

2
2sin

4

1
sin2

2

3
cos1

2

0

2222

 =







+−=−=





atttadttaS  

 

Площа сектора 

Площа сектора, обмеженого кривою, рівняння якої в полярних координатах 

( )rr = , 

та двома радіусами – векторами ,,  ==  проведеними із полюсу під 

кутами   та  до полярної осі, виражається формулою (рис. 5). 

 

( )=



 .

2

1 2 drS  (5) 

 



8 

 

 

Рис. 5 

Приклад 4 2. Знайти площу, обмежену замкнутою кривою (рис. 6)  

 

 

Рис. 6 

Повна площа, нею обмежена, дорівнює шестикратній площі заштрихованої 

частини, що відповідає зміні  від 0 до /6, так, що за формулою (5) 

 ==
6

0

2
22

4
3cos

2

1
6

 


a
daS . 

Приклад 5 2. 

 Знайти площу декартового листка 0333 =−+ axyyx . Перейдемо до 

полярних координат. Поклавши  sin,cos ryrx == , одержимо полярне 

рівняння 

( )( ) 133 cossincossin3
−

+= ar . 
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Так як виток кривої відповідає зміні кута  від 0 до /2, то за формулою (5) 

 

( ) ( ) =
+

−=

+

=

+

= 2

0 3

2

23

22
2

0 233

222

0
2

1

1

2

3

1
2

9

cossin

cossin

2

9  













tg

a
d

tg

ctgtga
d

a
S  

 

.
2

3

0
2

cossin

cos

2

3 2

33

32 aa
=

+
−=






 

Формулу (5) можна пристосувати до випадку, коли крива задана своїми 

параметричними рівняннями ( ) ( )., tytx  ==  

 

,
yx

ytxtyx
t;

x

y
arctg,yxr

22
222

+

−
==+=   

то 

( ) .
2

12

2

1
dtytxtyxdr −=  

Якщо зміні кута  від  до  відповідає зміна параметра t від 0t  до 1t , то 

( ) ( ) ( ) ( )  −=
1

02

1 t

t
dtttttS  .     (6) 

Завдяки більшій симетрії ця формула часто приводить до більш простих 

викладок. 

Приклад 6 2. 

 Обчислити площу астроїди .sin,cos 33 taytax ==  

Маємо 

  =+=
2

0

3223 sinsincos3cossin3cos
2

1
dtttatattataS  

 =







−==




2

0

22222 .
8

3

0

2

4

4sin

16

3
cossin

2

3
a

t
tatdtta  
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ОБЧИСЛЕННЯ  ДОВЖИНИ  КРИВОЇ 

Довжина дуги плоскої кривої 

 Нехай маємо дугу АВ деякої кривої (рис. 7) і вона задана явним 

рівнянням 

( )xfy = , причому точкам А та В відповідають значення ax =  та ( )babx =

. ( )xf  має неперервну похідну на проміжку bxa  , якому відповідає дуга 

АВ. Довжина дуги виражається визначеним інтегралом за формулою 

 

Рис. 7 

                                             ( )dxxfl
b

a += 21                                   (7) 

Покладемо тепер, що крива задана параметрично ( ) ( )tytx  == , , причому 

точкам А та В відповідають значення =1t  та ( ) =2t . Припустимо, що 

значенням t із проміжку   t  відповідають точки кривої АВ так, що 

різним t відповідають різні точки цієї кривої, яка сама себе не перетинає і не 

замкнута (рис. 7). Далі припустимо, що в проміжку   t  існують 

неперервні похідні ( )t  та ( )t  . Тоді довжина дуги обчислюється за 

формулою 

( ) ( ) dtyxdtttl tt +=+=







 2222

      (8) 

Ця формула справедлива і у випадку замкнутої кривої. Якщо ж деяка крива L 

складається із скінченого числа кривих Lк, кожна з яких має параметричне 

визначення, що задовольняє вказаним вище умовам, то, обчислюючи за 

формулою (8) довжину кривої Lк та сумуючи ці довжини, одержимо довжину 

кривої L. 



11 

 

 Якщо крива задана в полярних координатах рівнянням ( )fr = , то 

довжина кривої обчислюється за формулою 

 +=



 drrl 22

                (9) 

Приклад 6 1. 

Довжина дуги l параболи 
p

x
y

2

2

= , що відрахована від вершини (0, 0) до 

змінної точки з абсцисою х, за формулою (7), виражається інтегралом 

 

=

















 ++++=+=  0

ln
22

111

0

22
2

2222 x
pxx

p
pxx

p
dxpx

p
l

x
 

.ln
22

22
22

p

pxxp
px

p

x ++
++=  

Приклад 7 1. 

 Обчислити довжину однієї арки циклоїди ( ),sin ttax −=  ( )tay cos1−=  

при 20  t . Скористаємося формулою (8) 

 

( ) =−=+−=+=
 2

0

222

0

22 .8
0

2

2
cos4sincos1 a

t
adtttadtyxl tt  

Приклад 8 2. 

 Довжина еліпса (рис. 8), представленого параметрично рівняннями 

,cos tax =  tby sin=  в силу симетричності відносно осі координат, дорівнює 

чотирьом довжинам тієї його частини, яка лежить у першому координатному 

куті. Відзначивши, що точкам А та В відповідають значення параметра 0 та /2, 

одержимо для шуканої довжини l наступний вираз за формулою (8) 

.cossin4 2

0

2222 dttbtal  +=


 

 Інтеграл цей не може бути обчислений в скінченому вигляді (еліптичний 

інтеграл 2-го роду), обчислюється тільки наближено. 
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Приклад 9. Обчислити довжину кардіоїди (рис. 8) ( )1cos += ar  

 Так як кардіоїда є симетричною відносно полярної осі, то її довжина 

дуги  

дорівнює подвоєній довжині дуги АВ, що знаходиться  у верхній 

напівплощині. При цьому в точці А  = 0, а в точці В –  = . 

 

 

рис. 8 

Скористаємося формулою (9) 

( ) =++=  


daal
0

2222 sin1cos2  

( )  ===+=
 





00

.8
02

sin8
2

cos4cos122 aadada  

 

Довжина дуги просторової кривої 

 По відношенню до простої кривої у просторі 

( ) ( ) ( ),,, tztytx  ===  

визначення довжини дуги може бути подано у тому ж вигляді, що й плоскої 

кривої. Справедлива формула для довжини дуги аналогічна (8) 

dtzyxl ttt ++=




222
. 
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Приклад 10 1.  Знайти довжину гвинтової лінії 

.,sin,cos ctztaytax ===  

Так як тут  

22222 cazyx ttt +=++ , 

то довжина дуги лінії від точки А (t = 0) до точки В (t – будь яке) буде 

 +=+=
t

cadtcal
0

2222 .  

 

ОБ’ЄМ ТІЛ ОБЕРТАННЯ 

 Розглянемо  на  площині х Оу криву,  задану  рівнянням ( )xfy =  

( )bxa  , де ( )xf  неперервна та невід’ємна (рис. 1). Нехай обмежена нею 

криволінійна трапеція АВСD обертається навколо осі Ох. Одержане тіло 

називається тілом обертання, а його об’єм V визначається за формулою 

( )  dxxfdxyV
b

a

b

a
x  ==

22               (12) 

Якщо криволінійна трапеція обмежена знизу та зверху кривими (рис. 2)  

( )xfy 11 =  та ( )xfy 22 = , то  

  ( )  ( ) ( )dxxfxfdxyyV
b

a

b

a
x  −=−=

2
1

2
2

2
2

2
12         (13) 

 У випадку обертання криволінійної трапеції АВСD навколо осі Оу об’єм, 

утворений тілом обертання, обчислюється за формулою 

( ) ==
b

a

b

a
y dxxxfxydxV  22          (14) 

 

Приклад 11 2.  При обертанні еліпса 

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
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навколо більшої осі одержуємо тіло, що називається подовженим еліпсом 

обертання. Крайні значення абсциси х в розглянутому випадку будуть (-а) та 

(+а), а тому формула (12) дає  

2

2

3
2

2

2
22

подовж
3

4

3
1 ab

a

a

a

x
xbdx

a

x
bdxyV

a

a

a

a
 =

−












−=














−==  −−

 

Якщо еліпс обертається навколо рисої осі Оу, то об’єм стисненого 

еліпсоїда отримуємо перестановкою між собою букв х, у, а та b, що дає 

 − =













−==

b

a

b

b
bady

b

y
adyxV 2

2

2
22

стисн.
3

4
1   

У випадку а = b обидва еліпсоїди перетворюються в кулю радіусу а, об’єм 

якої дорівнює 3

3

4
a . 

Приклад 12 1. 

Нехай одна арка циклоїди ( ) ( ) ( )20,cos1,sin −=−= ttayttax  

обертається навколо осі Ох. Тоді об’єм тіла обертання обчислюється за 

формулою 

( ) 3233
2

0

33
2

0

2 5
0

2
sin
3

1
2sin

4

3
sin4

2

5
cos1 attttadttadxyV

a






=








++−=−== 

. 

Приклад 13 1. 

 Астроїда 3

2

3

2

3

2

ayx =+  обертається навколо осі Ох (рис. 9). Знайдемо 

об’єм тіла обертання за формулою 

 

3
3

3

7

3

2

3

5

3

4

2

3

3

2

3

2

105

32

37

9

5

9
a

a

ax
xaxaxadxaaVV

a

a
yx  =

−













−+−=














−== − . 
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Рис. 9 

Приклад 14 2. 

 Знайти об’єм тіла, обмеженого поверхнею, одержаною при обертанні 

ліній == xyxy 0,0,sin  навколо осі Оу. Скористаємося формулою (14) 

( ) 2

0
2

0
sincos2sin2 





=+−==  xxxxdxxVy . 

 

ОБЧИСЛЕННЯ  ПЛОЩ  ПОВЕРХОНЬ  ОБЕРТАННЯ 

Нехай маємо на площині хОу деяку криву АВ, задану рівнянням ( )xfy = , де 

( )xf  – неперервна функція (рис. 10). Якщо обертати криву навколо осі Ох, то 

вона опише деяку поверхню обертання. Тоді площа цієї поверхні обертання 

обчислюється за формулою 

=+=  dxyyS
b

a
x
212 ( ) ( )  +

b

a
dxxfxf
2

12 .                    (15) 

 

 

Рис. 10 
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 Якщо повернутися до параметричного завдання кривої ( ) ( )х t y t= = ;  

та провести в інтегралі (15) заміну змінної, то одержимо 

  ( ) ( ) ( )dttttS
t

t +=
1

0

222  .     (16) 

 У випадку завдання лінії в полярних координатах площа поверхні 

обертання визначається наступним інтегралом 

    +==
h

drtrydlS
0

22sin22



 .      (17) 

Приклад 15 1. 

Визначити площу поверхні шарового пояса. Нехай напівколо, описане навколо 

початку координат радіусом r, обертається навколо осі Ох. Із рівняння кола 

маємо 22 xry −= , далі 

22 xr

x
yx

−
−= , 

22

21
xr

r
yx

−
=+ . 

 У цьому випадку площу поверхні пояса, описаного дугою, кінці якої 

мають абсциси х1 та х2  > х1, обчислюємо за формулою (15) 

( )  =−==+=
2

1

2

1

22212 12
2

x

x

x

x
x rhxxrrdxdxyyS  , 

де h – висота поясу. Таким чином, площа поверхні, шарового поясу дорівнює 

добутку довжини кола великого кругу на висоту поясу. 

Приклад 16 1. 

 Знайти площу поверхні, одержаної обертанням астроїди tax 3cos= , 

tay 3sin=  навколо осі Ох. Для цього достатньо подвоїти площу поверхні, 

описаної дугою астроїди, що лежить в 1 квадранті 








2

0


t . 

 За формулою (16) одержимо 

=+=  tdtattaS 32

0

2424 sincossinsincos322


  
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2
5

22

0

42

5

12

0
2

5

sin
12cossin12 a

t
atdtta 






===  . 

Приклад 17 2. 

 Знайти площу поверхні обертання, створеної обертанням кардіоїди 

( )+= cos1ar  навколо полярної осі. Користуючись формулою (17) і тим, що 

 == ,0a  одержимо (рис. 8) 

( ) ( ) =+++=  


daaaS
0

2222 sincos1sincos12  

=


=


= 





0

42

0

32

2
sin
2

cos16
2

cos2
2

sin
2

cos42 dada  

2

5

2

5

32

05

2
cos

32 aa 


 =



−= . 

 

ОБЧИСЛЕННЯ  МЕХАНІЧНИХ  ТА  ФІЗИЧНИХ  ВЕЛИЧИН 

Знаходження статичних моментів і центра ваги кривої 

Нехай задана деяка плоска однорідна крива (рис. 11), тобто її лінійна густина 

постійна.  

 

 

Рис. 11 

Для простоти покладемо 1=  (в противному випадку отриманий результат 

потрібно лише помножити на  ). За цих умов маса будь-якої дуги нашої 

кривої вимірюється просто її довжиною, і поняття статичного моменту 



18 

 

набирає чисто геометричного змісту. Нехай ds  – елемент кривої (маса якого 

також виражається числом ds ). Тоді статичні моменти кривої відносно осей 

Ох, Оу визначаються у вигляді інтегралів 

 ==
L L

yx xdlMydlM
0 0

, . (18) 

Тут у ролі незалежної змінної взято дугу l, яку відраховано від точки А. 

Практично в цих формулах l виражають через ту змінну (t, x, ), яка виконує 

роль незалежної в аналітичному зображенні кривої. Статичні моменти Мх та 

Му кривої дозволяють легко встановити положення її центра ваги С(,). Точка 

С має таку властивість, що якщо в ній зосередити всю ”масу” L кривої, то 

момент цієї маси відносно будь-якої осі співпадає з моментом кривої відносно 

цієї осі. Координати центра ваги можуть бути визначені за формулами: 

 ====
LL

xy
ydl

LL

M
xdl

LL

M

00

1
;

1
 . (19) 

Із формули для ординати  центра ваги одержимо такий геометричний 

наслідок 

=
L
ydsL

0
 , або =

L
ydlL
0

22  . 

Звідси витікає перша теорема Гульдіна. 

 Величина поверхні, одержаної від обертання кривої навколо деякої не 

перетинаючої її осі, дорівнює довжині цієї кривої, помноженої на довжину 

кола, описаного центром ваги кривої (рис. 11) 

LS 2= . 

Приклад 18 3.  Визначити центр ваги циклоїди ( ),sin ttax −=  ( )tay cos1−=   

( )20  t . 

 

Рис. 12 
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Якщо взяти до уваги симетрію, то відразу ясно, що  a = . Обчислимо 

другу координату  за формулою (19) 

( ) ( )

( )
=

+−

+−−
==





dttta

dtttta

L

M x





2

0

22

2

0

222

sincos1

sincos1cos1
 

=−







−=









−

==





0

2

2
cos
3

2

0

2

2
cos2

44

2
sin

2
cos1

2
sin

2
sin

3

2

0

2

2

0

2

0

32








tta
dt
tt

a

dt
t

a

dt
t

a
 

a
a

3

4

3

4
4

4
=








+= . 

 

Знаходження статичних моментів та центра ваги плоскої фігури 

 Розглянемо плоску фігуру 𝐴1𝐴𝐵𝐵1 (рис. 13), обмежену зверху кривою АВ, 

яка задана явним рівнянням ( )xfy = . Припустимо, що вздовж цієї фігури 

рівномірно розподілені маси, так що поверхнева їх густина  постійна. Не 

зменшуючи узагальнення можна припустити, що  = 1, тобто, що маса будь-

якої частини нашої фігури вимірюється її площею. Це завжди розуміється, 

якщо мова йде про статичні моменти (або центр ваги) плоскої фігури. Статичні 

моменти відносно осей координат Мх та Му плоскої фігури визначаються за 

формулами 

 ==
b

a

b

a
yx xydxMdxyM ,

2

1 2
.      (20) 

 

 

Рис. 13 
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За цими статичними моментами фігури відносно осей координат легко 

визначити координати  та  центра ваги фігури.  

Якщо через S позначити площу (тобто масу) фігури, то для визначення  та  

одержимо формули 








====

b

a

b

ax
b

a

b

ay

ydx

dxy

S

M

ydx

xydx

S

M
2

2

1

;  .       (21) 

Одержимо важливий геометричний наслідок із формули для ординати центра 

ваги: 

=
b

a
dxyS 22  . 

 Друга теорема Гульдіна: об’єм тіла обертання плоскої фігури навколо не 

перетинаючої осі дорівнює добутку площі цієї фігури на довжину кола, 

описаного центром ваги фігури: 

2= SV . 

Приклад 19 4 

 Знайти статичні моменти Мх, Му  та координати центра ваги фігури, 

обмеженої параболою pxy 22 =  , віссю Ох та ординатою, відповідною абсцисі 

х. Так як pxy 2= , то за формулами (20) 

 ==
x

x pxxdxM
0

2

2

1

2

1
, 

 

 ==
x

y x
p

dxxpM
0

2523

5

22
2 . 

З другого боку площа 

23

0

21

3

22
2 x

p
dxxpS

x

 == . 

В такому випадку за формулами (21) 

ypxx
8

3
2

8

3
;

5

3
===  . 
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Якщо фігура має вісь симетрії, то центр ваги її обов’язково лежить на цій осі. 

Приклад 20 1. 

 Знайти центр ваги фігури, обмеженої віткою циклоїди ( ),sin ttax −=  

( )tay cos1−= , та віссю Ох ( 20  t ). Визначимо Мх, Му  за формулами (20): 

 

( ) ( ) ( ) =−=−−=
 2

0

32
2

0

3
22 cos1

2
cos1cos1

2

1
dtta

a
dttataM x  

 

=



















−


















+

+−= 
 2

0

3
3

cos
0

2

2

2
sin2

3sin3
2

tdt

t
t

tt
a

 

2

5

0

2

3

cos
sin5

2

333 


at
t

a
=




























−−= . 

( ) ;3
0

2

2

2
sin2

sin2cos1 22
2

0

22 a

t
t

ttadttaS 

=
















+

+−=−=   

;
6

5
a

S

M x ==  

( ) ( ) ( )( )  =−+−=−−=
 2

0

2

0

23223 sincoscos1sincos1 dtttttadttttaaM y  

( ) =−−−+−=
2

0

223 sincos2sinsincoscos2 dtttttttttta  

( ) =











+++








++++−=

0

2

3

cos
2cos

2

1
cos2cos

4

1
2sin

2

1

2

1

4
cossin2

2

322
2 t

ttttt
t

ttt
t

a  

  ;32 323 aa  =+=   

a
S

M y
 == . 
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Знайдена координата центра ваги a =  відповідає симетрії фігури (рис. 12) 

відносно лінії ax = . 

 

ОБЧИСЛЕННЯ РОБОТИ 

 Нехай під дією сили ( )xFF =  матеріальна точка рухається вздовж прямої 

лінії. Якщо напрям руху збігається з напрямом сили, то робота А виконана 

цією силою при переміщенні точки на відрізок ],[ ba , обчислюється за 

формулою 

( )=
b

a
dxxFA . (22) 

Приклад 21 |5|  

 Яка робота виконується під час стискання гвинтової пружини на 5 см, 

якщо для стискання пружини на 1 см витрачається сила 4 Н? Стиск гвинтової 

пружини пропорційний прикладеній силі. 

Розв’язок. 

 Сила kxF = , де k  – стала. При 01,0=x м, 4=F Н, тому з рівності 

01,04 = k  знаходимо 400=k , отже ( ) xxF 400= , 05,00  x . Тому за 

формулою (1) маємо 

 ==
05,0

0
5,0400 xdxA Дж. 

 

ОБЧИСЛЕННЯ ТИСКУ РІДИНИ НА ВЕРТИКАЛЬНУ ПЛАСТИНКУ 

 Як відомо, тиск рідини на горизонтальну площадку, занурену в рідину, 

визначається за законом Паскаля: тиск рідини на площадку дорівнює її площі 

S  помноженій на глибину занурення h , густину рідини   і на прискорення 

вільного падіння g  

ghSP = . 

 Якщо в рідину занурити негоризонтальну площадку, то її різні точки 

лежатимуть на різних глибинах і цією формулою користуватись не можна. 

Проте, якщо площадка дуже мала, то всі її точки лежать на майже одній 

глибині, яку і вважають за глибину занурення. Це дає змогу знайти dP  на 

елементарну площадку, а потім і тиск на всю поверхню. 
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Приклад |4| 

Знайти тиск рідини на вертикально занурений в рідину півкруг, діаметр 

якого дорівнює R2  і знаходиться на поверхні рідини. 

Розв’язок. 

Нехай елементарна площадка знаходиться на глибині х. Вважаючи її 

прямокутником з основою y2  і висотою dx , знайдемо за законом Паскаля 

диференціал тиску: 

dxxRgxydxgxdP 2222 −==   

( ) =−−=−=
R

gR
R

xRgdxxRxgP
0

32

3
2222

3

2

03

2
2  . 

  

ВАРІАНТИ  ЗАВДАНЬ ДЛЯ ІНДИВІДУАЛЬНОГО КОНТРОЛЬНОГО 

ЗАВДАННЯ 

Варіант 1 

1. Знайти площу фігури, обмеженої лініями 01,122 =−−+= yxxy . 

2. Знайти довжину дуги ланцюгової лінії ( )4,0
4

4 21 === xx
x

chy . 

3. Лемніската  2cos42 =  обертається навколо полярної осі. Визначити 

площу поверхні обертання. 

4. Визначити статичні моменти Мх та  Му  прямокутника довжиною а та 

висотою в. 

5. Обчислити роботу, яку треба затратити, щоб тіло маси т підняти з поверхні 

Землі на висоту h , якщо радіус Землі дорівнює R . 

 

Варіант 2 

1. Знайти площу фігури, обмеженої лінією 342 −+−= xxy  та дотичними до 

неї в точках (0; -3) та (3; 0). 

2.  Знайти довжину дуги параболи pxy 22 = , обмеженої точками А(0, 0); В(2, 

4р). 

3.  Лінія yyy ln
2

1

4

1 2 −=  обертається навколо осі Оу між точками з 

ординатами. eyy == 21 ,1 . Знайти площу поверхні обертання. 

4.  Визначити координати центра ваги прямокутника довжиною 2м та висотою 

4м. 
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5.  Нехай у циліндрі з рухомим поршнем знаходиться деяка кількість газу. Газ 

розширився з об’єму 1V  до 2V  і пересунув поршень вправо. Яку роботу 

виконує при цьому газ? Процес розширення газу ізотермічний. 

 

Варіант 3 

1. Знайти площу фігури, обмеженої лініями xyxy arccos,arcsin == . 

2. Обчислити довжину дуги від ay =1  до by =2  ( )ab 0  кривої 

y

yaa
ayax

22
22 ln

−+
+−= . 

3. Парабола xy 42 =  обертається навколо осі Ох. Знайти об’єм одержаного тіла 

обертання ( )3,0 21 == xx . 

4. Знайти координати центра ваги фігури, обмеженої лініями ,,1 xyxy =−=  

0=x . 

5. Знайти роботу, яку необхідно затратити, щоб викачати рідину з конічного 

резервуара, оберненого вершиною вниз. Радіус і висота конуса дорівнюють 

відповідно R  і Н. 

 

Варіант 4 

1. Знайти площу фігури, обмеженої лінією 




−=

−=

.2sinsin2

;2coscos2

tatay

tatax
 

2. Знайти довжину кривої ( ) 12 2
−

= pxy  від ,01 =x  до ax =2 . 

3. Лінія ( ) ( )34 2 −=− xxyx  обертається навколо осі Ох. Знайти об’єм тіла 

обертання. 

4. Знайти декартові координати центра ваги дуги астроїди 323232 2=+ yx . 

5. Визначити тиск води на вертикальний прямокутний шлюз з основою 18м та 

висотою 6м. 

 

Варіант 5 

1. Знайти площу, обмежену лінією 32 3,3 ttytx −== . 

2. Знайти довжину дуги кривої ( )22 39 axxay −= . 

3. Площа, обмежена лініями xy arcsin=  та 1=x  обертається навколо осі Ох. 

Знайти об’єм тіла обертання. 

4. Знайти координати центра ваги дуги кола радіуса a , стягуючого кут 2 . 

5. За умовою задачі варіанта № 4 знайти, на якій глибині cx =  треба розділити 

шлюз горизонтальною прямою, щоб тиск води на верхню та нижню частини 

шлюзу був однаковий. 

 



25 

 

Варіант 6 

1. Знайти площу, обмежену кривою 12 −= tx , tty −= 3 . 

2. Знайти довжину дуги кривої 3,1,
1

5,0 21 ==







+= 


 . 

3. Крива ( ) 121
−

+= xy  обертається навколо осі Ох. Знайти об’єм тіла 

обертання. 

4. Знайти координати центра ваги лінії 
a

x
achy =  від ax −=  до ax = . 

5. Визначити тиск води на вертикальну плотину, що має форму рівнобокої 

трапеції з основами а та b  і висотою h . 

 

Варіант 7 

1. Знайти площу, обмежену кривими 0,
22

3

=
+

= y
xa

a
y . 

2. Знайти довжину дуги кривої 







=
2

0cosln


axxy . 

3. Знайти об’єм тіла, отриманого при обертанні фігури ( ) ,21−= xaby  

1−= xaby  навколо осі Ох. 

4. Визначити координати центра ваги області, обмеженої кривою 

( )+= cos1ar . 

5. Обчислити роботу, необхідну для викачування масла із вертикального 

циліндричного резервуара висотою 6=H м і радіусом основи 2=R м. 

Питома вага масла 9,0=g . 

 

Варіант 8 

1. Знайти площу фігури, обмеженої лініями = 5cosa . 

2. Знайти довжину дуги кривої yyx ln
2

1

4

1 2 −=  от 11 =y  до ey =2 . 

3. Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням навколо прямої ax =  частини 

параболи axy 42 = , яка цією прямою відсікається. 

4. Знайти координати центра ваги фігури, обмеженої осями координат і дугою 

астроїди taytax 33 sin,cos ==  (в першому квадранті). 

5. Швидкість тіла дається формулою tV += 1  м\сек. Знайти шлях, 

пройдений тілом за перші 10 сек після початку руху. 
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Варіант 9 

1. У якому відношенні парабола xy 22 =  ділить площу круга 822 =+ yx ? 

2. Знайти довжину кривої 
3

sin3


= ar . 

3. Знайти об’єм тіла, отриманого при обертанні фігури 
a

x
by

a

x
by =








= ,

2

 

навколо осі Оу. 

4. Знайти площу поверхні обертання лінії ( ) ( )tayttax cos1,sin −=−=  

навколо осі Оу, ( )20  t . 

5. При гармонійному коливальному русі по осі абсцис біля початку координат 

швидкість 
dt

dx
V =  дається формулою 








+= 0

22

T

T

Tdt

dx 
, де t  – час, Т – 

період коливань, 0  – початкова фаза. Знайти положення точки в момент 

часу 2t , якщо відомо, що в момент 1t  вона знаходилась в точці 1xx = . 

 

Варіант 10 

1. Знайти площу, обмежену кривою += cos23r . 

2. Знайти довжину дуги лінії 









−
= ax

xa

x
y

3

5
0

2

2
2 . 

3. Знайти площу поверхні обертання лінії ( )ax
a

x
xy = 0  навколо осі Ох. 

4. Визначити координати центра ваги кругової дуги taytax sin,cos ==  

( ) t . 

5. Знайти тиск води на вертикальну пластинку у формі трикутника з основою 

а та висотою h , якщо її основа лежить на поверхні води. 

 

Варіант 11 

1. Знайти площу, обмежену кривою 3sinar = . 

2. Визначити довжину дуги кривої tytx 44 sin,cos == . 

3. Знайти об’єм тіла, обмеженого поверхнями, одержаними при обертанні 

ліній: ( )== − xyey x 00;  навколо осі Ох. 

4. Знайти статичний момент дуги напівкола радіуса а відносно діаметра, що 

проходить через кінці цієї дуги. 

5. Сила F , з якою електричний заряд 1e  відштовхує заряд 2e , який 

знаходиться на відстані r , дорівнює 
2
21

r

ee
kF = , де k  – стала. Знайти роботу 

електричної сили F , якщо заряд 2e  перемістився від а до b . 
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Варіант 12 

1. Знайти площу, обмежену лінією 







==

−
=

2
,
4cos1

21









r . 

2. Знайти довжину астроїди 3

2

3

2

3

2

ayx =+ . 

3. Обчислити об’єм тіла, обмеженого поверхнею, одержаною при обертанні 

лінії ( ) ( ) ( )20cos1;sin −=−= ttayttax  навколо осі Оу. 

4. Визначити координати центра ваги області, обмеженої параболами 2yax =

; ( )02 = axay . 

5. Обчислити роботу, яку треба затратити, щоб тіло маси т підняти з поверхні 

Землі на висоту h , якщо радіус Землі дорівнює R . 

Варіант 13 

1. Знайти площу фігури, обмеженої лініями 
3

,0,


=== xytgxy . 

2. Знайти довжину частини напівкубічної параболи 235 xy = , що міститься в 

середині кола 622 =+ yx . 

3. Фігура, обмежена гіперболою 222 ayx =−  та прямою ( )0+= hhax , 

обертається навколо осі Ох. Знайти об’єм тіла обертання. 

4. Знайти координати центра ваги області, обмеженої кривою tax cos= , 

tby sin=  ( ) t0 . 

5. Нехай у циліндрі з рухомим поршнем знаходиться деяка кількість газу. Газ 

розширився з об’єму 1V  до 2V  і пересунув поршень вправо. Яку роботу 

виконує при цьому газ? Процес розширення газу ізотермічний. 

 

Варіант 14 

1. Знайти площу, обмежену лінією = 2cos22 ar . 

2. Знайти довжину дуги розгортки кола ( )tttax cossin += , ( )tttay cossin −=  

при 20  t . 

3. Знайти площу поверхні, утвореної обертанням кривої ( )( )12cos
−

= bxay   

навколо осі Ох ( )bx  . 

4. Знайти координати центра ваги фігури, обмеженої лініями xyxy == ;2 . 

5. Знайти роботу, яку необхідно затратити, щоб викачати рідину з конічного 

резервуара, оберненого вершиною вниз. Радіус і висота конуса дорівнюють 

відповідно R  і Н. 
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Варіант 15 

1. Знайти площу фігури, обмеженої лініями xy 2= , 0,2 == xy . 

2. Знайти довжину дуги кривої  
3

sin3


= ar . 

3. Знайти площу поверхні, утвореної обертанням кривої ( )ttax sin−= , 

( )tay cos1−=   ( )20  t  навколо осі Ох. 

4. Знайти статичний момент дуги параболи 







=
2

022 
xpxy  відносно 

прямої px 5,0= . 

5. Визначити тиск води на вертикальний прямокутний шлюз з основою 18м та 

висотою 6м. 

 

 

Варіант 16 

1. Знайти площу фігури, обмеженої лініями ( ) 0,0;92
2

===−− yxxxy . 

2. Знайти довжину дуги кривої xey −=  від точки (0, 1) до точки (1, е). 

3. Знайти об’єм, утворений обертанням навколо прямої py −=  фігури, 

обмеженої параболою pxy 22 =  та прямою px 5,0= . 

4. Знайти координати центра ваги дуги астроїди taytax 33 sin,cos == , що 

знаходиться в першому квадранті. 

5. За умовою задачі варіанта № 4 знайти, на якій глибині cx =  треба розділити 

шлюз горизонтальною прямою, щоб тиск води на верхню та нижню частини 

шлюзу був однаковий. 

 

Варіант 17 

1. Знайти площу, обмежену лініями xyxyxy 2;5,0; 22 === . 

2. Знайти довжину дуги кривої , tax 5cos= , tay 5sin= . 

3. Обчислити площу поверхні, утвореної обертанням навколо осі Оу фігури 

( )ttx sin2 −= ( )ty cos12 −=   ( )20  t . 

4. Знайти координати центра ваги фігури, обмеженої координатними осями та 

дугою еліпса 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
, що лежить в першому квадратнті. 

5. Визначити тиск води на вертикальну плотину, що має форму рівнобокої 

трапеції з основами а та b  і висотою h . 
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Варіант 18 

1. Знайти площу, обмежену лініями xyyxy 2;0;922 ==+= . 

2. Обчислити довжину дуги кривої ( ) ttttx cos2sin22 +−= ; 

( ) tttty sin2cos2 2 +−= ; ( )== 21 ;0 tt . 

3. Лінія ( )+= cos13  обертається навколо полярної осі. Знайти площу 

поверхні обертання. 

4. Знайти координати центра ваги напівкола 22 xry −= . 

5. Обчислити роботу, необхідну для викачування масла із вертикального 

циліндричного резервуара висотою 6=H м і радіусом основи 2=R м. 

Питома вага масла 9,0=g . 

 

Варіант 19 

1. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями ( )13 2 −= tx , ( )tty −= 33 . 

2. Знайти довжину дуги кривої xy 92 =  від точки (0, 0) до (9, 9). 

3. Фігура, обмежена лініями 2,2 == xxy , обертається навколо осі Оу. Знайти 

об’єм тіла обертання. 

4. Знайти координати центра ваги дуги ( ) ( )tyttx cos12;sin2 −=−= , 

( )2,0 21 == tt . 

5. Швидкість тіла дається формулою tV += 1  м\сек. Знайти шлях, 

пройдений тілом за перші 10 сек після початку руху. 

 

Варіант 20 

1. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 32 26;6 ttytx −== . 

2. Знайти довжину дуги кривої 







===
2

,
4

sinln 21


xxxy . 

3. Крива = 2cos2 a  обертається навколо полярної осі. Визначити площу 

поверхні обертання. 

4. Визначити координати центра ваги фігури, обмеженої прямими 

0,2,3 === xxyy . 

5. При гармонійному коливальному русі по осі абсцис біля початку координат 

швидкість 
dt

dx
V =  дається формулою 








+= 0

22

T

T

Tdt

dx 
, де t  – час, Т – 

період коливань, 0  – початкова фаза. Знайти положення точки в момент 

часу 2t , якщо відомо, що в момент 1t , вона знаходилась в точці 1xx = . 
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Варіант 21 

1. Знайти площу, обмежену лініями 4,2, === xyxyxy . 

2. Знайти довжину кривої xy cosln1−=  








4

0


x . 

3. Лінія 22 xaay −=  обертається навколо осі Ох. Знайти площу поверхні 

обертання. 

4. Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням площі петлі кривої 
22 ttx −= , 

24 tty −=  навколо осі Оу. 

5. Знайти тиск води на вертикальну пластинку у формі трикутника з основою 

а та висотою h , якщо її основа лежить на поверхні води. 

 

Варіант 22 

1. Знайти площу кардіоїди ( )+= cos1a . 

2. Знайти поверхню тіла обертання утворену обертанням лінії xey 4−=

навколо осі Ох ( ) x0 . 

3. Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням лінії tx cos4= , ty sin5=  навколо 

осі Ох. 

4. Знайти статичний момент трикутної пластинки з основою b  та висотою h  

відносно основи. 

5. Сила F , з якою електричний заряд 1e  відштовхує заряд 2e , який 

знаходиться на відстані r , дорівнює 
2
21

r

ee
kF = , де k  – стала. Знайти роботу 

електричної сили F , якщо заряд 2e  перемістився від а до b . 

 

Варіант 23 

1. Знайти площу фігури, обмеженої гіперболою 1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
 та прямою ax 2=

. 

2. Знайти довжину гіпоциклоїди 3

2

3

2

3

2

ayx =+ . 

3. Обчислити об’єм тіла обертання навколо осі Ох лінії ( ) 121
−

+= xy , 

( )− x . 

4. Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням площі, обмеженої лінією 

( ) ( )20cos1 += ar , навколо полярної осі. 

5. Обчислити роботу, яку треба затратити, щоб тіло маси т підняти з поверхні 

Землі на висоту h , якщо радіус Землі дорівнює R . 
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Варіант 24 

1. Знайти площу кардіоїди ( )−= sin1a . 

2. Знайти довжину кривої 10, = xxy . 

3. Знайти об’єм тіла, утвореного обертанням кривої ( ) 222 abyx =−+  

( )ba 0  навколо осі Ох. 

4. Лінія ( )+= cos1a  обертається навколо осі Ох. Знайти площу поверхні 

обертання. 

5. Нехай у циліндрі з рухомим поршнем знаходиться деяка кількість газу. Газ 

розширився з об’єму 1V  до 2V  і пересунув поршень вправо. Яку роботу 

виконує при цьому газ? Процес розширення газу ізотермічний. 

 

Варіант 25 

1. Знайти площу фігури, обмеженої лініями 2

2
;
4

5
xy

x
y =

+
= . 

2. Знайти довжину дуги лінії ( )50 = rr . 

3. Знайти об’єм тіла, обмеженого поверхнею, одержаною при обертанні лінії 
22 4,2 ttyttx −=−=  навколо осі Оу. 

4. Знайти координати центра ваги параболічного сегмента, обмеженого 

кривими 0;2 2 =−= yxxy . 

5. Знайти роботу, яку необхідно затратити, щоб викачати рідину з конічного 

резервуара, оберненого вершиною вниз. Радіус і висота конуса дорівнюють 

відповідно R  і Н. 

 

Варіант 26 

1. Визначити площу фігури, обмеженої лініями 9;8 2 −== xyxy . 

2. Знайти довжину дуги кривої ( )20
2




= athr . 

3. Знайти площу поверхні, утвореної обертанням кривої 
2

x
achy =  навколо осі 

Оу, ( )bx  . 

4. Знайти координати центра ваги фігури, обмеженої параболою 22 xxy −=  та 

прямою 0=y . 

5. Визначити тиск води на вертикальний прямокутний шлюз з основою 18м та 

висотою 6м. 

 

Варіант 27 

1. Обчислити площу, обмежену гіпоциклоїдою tytx 33 sin3;cos3 == . 
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2.  Знайти довжину дуги кривої = ar  ( )20  . 

3. Знайти площу поверхні, утвореної обертанням кривої xy 22 =   ( )00 xx   

навколо осі Оу. 

4. Знайти об’єм тіла, обмеженого поверхнею отриманою при обертанні ліній 

0;3 2 =−= yxxy  навколо осі Оу. 

5. За умовою задачі варіанта № 4 знайти, на якій глибині cx =  треба розділити 

шлюз горизонтальною прямою, щоб тиск води на верхню та нижню частини 

шлюзу був однаковий. 

 

Варіант 28 

1. Знайти площу фігури, заданої в параметричному вигляді 
23tx = , 33 tty −= . 

2. Знайти довжину дуги лінії ( )bxax
e

e
y

x

x

==
−

+
= 21 ,,

1

1
ln . 

3. Обчислити об’єм тіла, одержаного обертанням фігури, обмеженої лініями 

1;arcsin == xxy  навколо осі Ох. 

4. Знайти центр ваги дуги напівкола радіуса а, що стягує кут 2. 

5. Визначити тиск води на вертикальну плотину, що має форму рівнобокої 

трапеції з основами а та b  і висотою h . 

 

Варіант 29 

1. Знайти площу фігури, обмеженої лініями 16;6 222 =+= yxxy . 

2. Знайти довжину дуги кривої ( )−= cos15 . 

3. Крива tgxy =  від (0, 0) до 







1,

4


 обертається навколо осі Ох. Знайти площу 

поверхні обертання. 

4. Знайти координати центра ваги фігури, обмеженої осями координат та 

параболою ayx =+ . 

5. Обчислити роботу, необхідну для викачування масла із вертикального 

циліндричного резервуара висотою 6=H м і радіусом основи 2=R м. 

Питома вага масла 9,0=g . 

 

Варіант 30 

1. Знайти площу фігури, обмеженої лініями 1;1;0;
1
2

=== xxy
x

y . 

2. Знайти довжину дуги ( )21ln xy −=  від 01 =x  до 
2

1
2 =x . 



33 

 

3. Знайти об’єм поверхні обертання навколо осі Ох, утвореної лінією xey −=  

від ;01 =x  до =2x . 

4. Знайти координати центра ваги, симетричного параболічного сегмента з 

основою а та висотою h. 

5. Швидкість тіла дається формулою tV += 1  м\сек. Знайти шлях, 

пройдений тілом за перші 10 сек після початку руху. 

 

Варіант 31 

1. Знайти площу фігури, обмеженою однією аркою циклоїди ( )ty cos12 −= , 

( )ttx sin2 −= . 

2. Знайти довжину дуги кривої 
2

x
achy =  від А(0, а) до В(b, h). 

3. Площа, обмежена кривими 222 ayx =− , ( )0+= hhax , обертається 

навколо осі Ох. Знайти об’єм тіла обертання. 

4. Знайти декартові координати центра ваги дуги кардіоїди ( )+= cos1a  

( )== 21 ;0 . 

5. При гармонійному коливальному русі по осі абсцис біля початку координат 

швидкість 
dt

dx
V =  дається формулою 








+= 0

22

T

T

Tdt

dx 
, де t  – час, Т – 

період коливань, 0  – початкова фаза. Знайти положення точки в момент 

часу 2t , якщо відомо, що в момент 1t  вона знаходилась в точці 1xx = . 

 

Варіант 32 

1. Знайти площу, обмежену лініями ( ) 0,22 =+= − yexxy x . 

2. Знайти довжину дуги кривої 







+=



1

2

1
 від 11 =  до 32 = . 

3. Фігура, обмежена лініями axyax 4, 2 == , обертається навколо осі Ох. 

Знайти об’єм тіла обертання. 

4. Визначити статичні моменти лінії = sin2a . 

5. Знайти тиск води на вертикальну пластинку у формі трикутника з основою 

а та висотою h , якщо її основа лежить на поверхні води. 

 

Варіант 33 

1. Визначити площу обмежену лініями 3xy = , 0,8 == xy . 
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2. Визначити довжину напівкубічної параболи ( )22 1
3

2
−= xy , що знаходиться 

всередині 
3

2 x
y = . 

3. Фігура, обмежена лініями axaxy 3,42 == , обертається навколо осі Ох. 

Визначити площу поверхні обертання. 

4. Знайти координати центра ваги сегмента, обмеженого лініями 

5,0,sin == yxy . 

5. Сила F , з якою електричний заряд 1e  відштовхує заряд 2e , який 

знаходиться на відстані r , дорівнює 
2
21

r

ee
kF = , де k  – стала. Знайти роботу 

електричної сили F , якщо заряд 2e  перемістився від а до b . 

 

Варіант 34 

1. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 12,4 2222 =−=+ yxyx . 

2. Знайти довжину дуги кривої ( ) ,cos2sin22 ttttx +−=  

( ) tttty sin2cos2 2 +−= , ( )== 21 ,0 tt . 

3. Лінія 
2

2
x

chy =  обертається навколо осі Ох від 01 =x  до 22 =x . Знайти 

площу поверхні обертання. 

4. Визначити статичні моменти відносно координатних осей фігури, 

обмеженої лініями 2

2
,

1

2
xy

x
y =

+
= . 

5. Обчислити роботу, яку треба затратити, щоб тіло маси т підняти з поверхні 

Землі на висоту h , якщо радіус Землі дорівнює R . 

 

Варіант 35 

1. Знайти площу фігури, обмеженої лініями 2,5,0,2, 22 ==== xxyxyxy . 

2. Знайти довжину дуги кривої tytx 55 sin3,cos3 == . 

3. Еліпс 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
 обертається навколо осі Ох. Знайти площу поверхні 

обертання. 

4. Знайти координати центра ваги фігури, обмеженої лініями ,1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
 

,0=x  0=y . 

5. Нехай у циліндрі з рухомим поршнем знаходиться деяка кількість газу. Газ 

розширився з об’єму 1V  до 2V  і пересунув поршень вправо. Яку роботу 

виконує при цьому газ? Процес розширення газу ізотермічний. 
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