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Âñòóï

Ìåòà ìåòîäè÷íèõ ðåêîìåíäàöié � äîïîìîãà çäîáóâà÷àì âèùî¨ îñâiòè ó çàñâî¹ííi
ðîçäiëó ¾Íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë¿ äèñöèïëiíè ¾Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç¿.

Iíòåãðàëè âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ðiçíèõ çàäà÷àõ iíôîðìàòèêè. Îäíèì iç âàðiàíòiâ çà-
ñòîñóâàííÿ ¹ àïðîêñèìàöiÿ ïåâíèõ òèïiâ ôóíêöié. Íàïðèêëàä, iíòåãðàë Ðiìàíà âèêîðè-
ñòîâó¹òüñÿ äëÿ íàáëèæåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â òî÷öi. Öå êîðèñíî â ÷èñëîâîìó àíàëiçi,
êîëè êîìï'þòåðíèêàì ïîòðiáíî çíàéòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â ïåâíié òî÷öi. Ùå îäèí ñïîñiá
âèêîðèñòàííÿ iíòåãðàëiâ â iíôîðìàòèöi � öå îïòèìiçàöiÿ. Áàãàòî çàäà÷ îïòèìiçàöi¨ ìî-
æíà ñôîðìóëþâàòè ÿê çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ ç îáìåæåííÿìè. Öi îáìåæåííÿ ÷àñòî ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi iíòåãðàëiâ. Êðiì òîãî, iíòåãðàëè âèêîðèñòîâóþòüñÿ â iíôîðìàòèöi
äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ âèêîðèñòîâóþ-
òüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ôiçè÷íèõ ñèñòåì. Íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ Íàâ'¹-Ñòîêñà âèêîðèñòî-
âóþòüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ òå÷i¨ ðiäèíè. Öi ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ
÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ, òàêèõ ÿê ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ, ÿêèé íàáëèæà¹ ðîçâ'ÿçîê äè-
ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ.

Äîñâiä, íàáóòèé ïðè âèâ÷åííi öi¹¨ òåìè áóäå ñïðèÿòè ïîäàëüøîìó óñïiøíîìó âèâ÷åí-
íþ ìàòåìàòèêè òà ñóìiæíèõ äèñöèïëií. Íàáóòè íåîáõiäíîãî äîñâiäó ìîæíà òiëüêè çà
óìîâè ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè, êiëüêiñòü ãîäèí íà ÿêó çàëåæèòü âiä áàçîâèõ çíàíü òà íà-
âè÷îê êîíêðåòíîãî çäîáóâà÷à, àëå ó áóäü-ÿêîìó ðàçi, ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü ç äèñöèïëiíè
áóäå íåäîñòàòíüî.

Ìåòîäè÷íi ðåêîìåíäàöi¨ ìiñòÿòü íåîáõiäíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë, áàãàòó êiëüêiñòü
äåòàëüíî ðîçiáðàíèõ ïðèêëàäiâ, îáøèðíèé ìàòåðiàë äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè, ñèñòåìà-
òèçîâàíèé çãiäíî ïîñëiäîâíîñòi âèâ÷åííÿ, âiäïîâiäi äëÿ ñàìîêîíòðîëþ. Âîíè ñïðèÿþòü
äîñÿãíåííþ ðåçóëüòàòiâ íàâ÷àííÿ (ÏÐÍ1 i ÏÐÍ5), ïåðåäáà÷åíîãî îñâiòíüîþ ïðîãðàìîþ
(ÎÏ). À ñàìå: çíàííÿ îñíîâíèõ âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëiâ, âìiííÿ îá÷èñëþâàòè iíòåãðàëè
âiä ôóíêöi¨ îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ, âìiííÿ çàñòîñîâóâàòè âèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä
ôóíêöié îäíi¹¨ òà áàãàòüîõ çìiííèõ äî îá÷èñëåííÿ ãåîìåòðè÷íèõ òà ôiçè÷íèõ õàðàêòå-
ðèñòèê îá'¹êòiâ òà ïðîöåñiâ.
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Òàáëèöÿ ïîõiäíèõ

1. C ′ = 0.

2. x′ = 1.

3. (xα)′ = αxα−1.

4. (
√
x)′ = 1

2
√
x
.

5. (sinx)′ = cosx.

6. (cosx)′ = − sinx.

7. (tg x)′ = 1
cos2 x .

8. (ctg x)′ = − 1
sin2 x

.

9. (ax)′ = ax ln a.

10. (ex)′ = ex.

11. (loga x)
′ = 1

x ln a .

12. (lnx)′ = 1
x .

13. (arcsinx)′ = 1√
1−x2 .

14. (arccosx)′ = − 1√
1−x2 .

15. (arctg x)′ = 1
1+x2 .

16. (arcctg x)′ = − 1
1+x2 .

17. (shx)′ = chx.

18. (chx)′ = shx.

19. (thx)′ = 1
ch2 x

.

20. (cthx)′ = − 1
sh2 x

.
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Òàáëèöÿ iíòåãðàëiâ

1.
∫
dx = x+ C.

2.
∫
x dx = x2

2 + C.

3.
∫
xα dx = xα+1

α+1 + C, α 6= −1.

4.
∫

dx
x = ln |x|+ C.

5.
∫
ax dx = ax

ln a + C.

6.
∫
ex dx = ex + C.

7.
∫
sinx dx = − cosx+ C.

8.
∫
cosx dx = sinx+ C.

9.
∫

dx
cos2 x = tg x+ C.

10.
∫

dx
sin2 x

= − ctg x+ C.

11.
∫

dx
x2+a2 =

1
a arctg

x
a + C = −1

a arcctg
x
a + C.

12.
∫

dx
x2−a2 =

1
2a ln |

x−a
x+a|+ C.

13.
∫

dx√
a2−x2 = arcsin x

a + C.

14.
∫

dx√
x2±a = ln |x+

√
x2 ± a|.

15.
∫
tg x dx = − ln | cosx|+ C.

16.
∫
ctg x dx = ln | sinx|+ C.

17.
∫

dx
sinx = ln | tg x

2 |+ C.

18.
∫

dx
cosx = ln | tg(x2 +

π
4 )|+ C.

19.
∫ √

a2 − x2 dx = a2

2 arcsin x
a +

x
√
a2−x2
2 + C.

20.
∫ √

x2 + a dx = x
√
x2+a
2 + a

2 ln
∣∣x+√x2 + a

∣∣+ C.
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 1

Áåçïîñåðåäí¹ iíòåãðóâàííÿ

Êîðîòêi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi òà ïðèêëàäè
ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷

Îçíà÷åííÿ 1.1. Ôóíêöiþ F (x) íàçèâàþòü ïåðâiñíîþ ôóíêöi¨ f(x) íà
ïðîìiæêó (a; b), ÿêùî F (x) äèôåðåíöiéîâàíà íà (a; b) i

F ′(x) = f(x), x ∈ (a; b).

Ñóêóïíiñòü óñiõ ïåðâiñíèõ f(x) + C, C ∈ R ôóíêöi¨ f(x) íà (a; b) íàçè-
âàþòü íåâèçíà÷åíèì iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f(x) i çàïèñóþòü òàê:∫

f(x) dx = F (x) + C.

Òåðìií ¾iíòåãðàë¿ ïîõîäèòü âiä ëàòèíñüêîãî ñëîâà integralis � öiëiñíèé,
à ñèìâîë

∫
� âiä êóðñèâíîãî s (ïî÷àòêîâî¨ ëiòåðè ñëîâà summa).

Íàâåäåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà.

1.
∫
λf(x) dx = λ

∫
f(x) dx.

2.
∫

(f(x)± g(x)) dx =

∫
f(x) dx±

∫
g(x) dx.

3. ßêùî
∫
f(x) dx = F (x) + C i u = ϕ(x) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, ùî ìà¹

íåïåðåðâíó ïîõiäíó, òî
∫
f(u) du = F (u) + C, çîêðåìà∫

f(kx+ b) =
1

k
· F (kx+ b) + C.
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Âèêîðèñòàííÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü

òà ïðàâèë iíòåãðóâàííÿ

I Çàäà÷à 1.1.
∫ (

1

x
+

2

x2
+

3

x3

)
dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèñàâøè äðóãèé òà òðåòié äîäàíîê ïiä çíàêîì iíòåãðàëó
ó âèãëÿäi êîíñòàíòè ïîìíîæåíî¨ íà ñòåïiíü çìiííî¨ x, âèêîíà¹ìî iíòåãðó-
âàííÿ:∫ (

1

x
+ 2x−2 + 3x−3

)
dx = lnx+2 · x

−1

−1
+3 · x

−2

−2
+C = lnx− 2

x
− 3

2x2
+C.

I Çàäà÷à 1.2.
∫

x2

1− x2
dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèëó÷èìî öiëó ÷àñòèíó iíòåãðàíòà:∫
x2

1− x2
dx = −

∫ (
1 +

1

x2 − 1

)
dx,

äàëi ìà¹ìî

−
∫ (

1 +
1

x2 − 1

)
dx = −x− 1

2
ln

∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣+ C.

I Çàäà÷à 1.3.
∫

dx

3x2 − 7
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iíòåãðàíò ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñêëàäåíó ôóíêöiþ âèäó
f(kx+ b), äå

∫
f(x) dx ¹ òàáëè÷íèì:∫

dx

3x2 − 7
=

∫
dx

(
√
3x)2 − 7

.

Îòæå ìà¹ìî∫
dx

(
√
3x)2 − 7

=
1√
3
· 1

2
√
7
ln

∣∣∣∣∣
√
3x−

√
7√

3x+
√
7

∣∣∣∣∣+ C =
1

2
√
21

ln

∣∣∣∣∣
√
3x−

√
7√

3x+
√
7

∣∣∣∣∣+ C.

I Çàäà÷à 1.4.
∫

dx√
2x2 + 5

.

8



Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òó ñàìó âëàñòèâiñòü ïåðâiñíî¨, ùî é â ïî-
ïåðåäíüîìó ïðèêëàäi, âèêîíó¹ìî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà.∫

dx√
(
√
2x)2 + 5

=
1√
2
ln
∣∣∣√2x+√2x2 + 5

∣∣∣ .
I Çàäà÷à 1.5.

∫
(5x − 2x)2 dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iíòåãðàíò ¹ ñêëàäåíîþ ôóíêöi¹þ f(g(x)), äå g(x) = 5x−2x.
Îñêiëüêè íåìà¹ çàãàëüíîãî ïðàâèëó çíàõîäæåííÿ ïåðâiñíî¨ âiä ñêëàäåíî¨
ôóíêöi¨, áiëüø çðó÷íî ïîäàòè êâàäðàò ðiçíèöi ó âèãëÿäi ñóìè, ïiñëÿ ÷îãî,
ïðîiíòåãðóâàòè êîæíèé äîäàíîê îêðåìî.

∫
(5x−2x)2 dx =

∫
(52x−2·10x+22x) dx =

1

2 ln 5
·52x− 2

ln 10
·10x+ 1

2 ln 2
·22x+C.

I Çàäà÷à 1.6.
∫

dx

sin2 x cos2 x
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âçÿâøè äî óâàãè òîòîæíiñòü sin2 x+ cos2 x = 1, âèêîíà¹ìî
ïåðåòâîðåííÿ òà îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà.

∫
dx

sin2 x cos2 x
=

∫
sin2 x+ cos2 x

sin2 x cos2 x
dx =

∫
dx

cos2 x
+

∫
dx

sin2 x
= tg x−ctg x+C.

I Çàäà÷à 1.7.
∫

ctg2 x dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Â öüîìó ðàçi äîðå÷íî çàñòîñóâàòè òîòîæíiñòü

1 + ctg2 x =
1

sin2 x

äëÿ ïåðåòâîðåííÿ iíòåãðàíòà, îñêiëüêè â ðåçóëüòàòi áóäåìî ìàòè ñóìó òàá-
ëè÷íèõ iíòåãðàëiâ.∫

ctg2 x dx =

∫
dx

sin2 x
−
∫

dx = − ctg x− x+ C.

I Çàäà÷à 1.8.
∫

dx
5
√
(1 + 3x)4

.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iíòåãðàíò ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñêëàäåíó ôóíêöiþ âèäó
f(kx+ b), äå

f(x) = x−
4
5 , kx+ b ≡ 1 + 3x.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäïîâiäíå ïðàâèëî çíàõîäæåííÿ ïåðâiñíî¨ âèêîíà¹ìî îá-
÷èñëåííÿ iíòåãðàëà.

∫
dx

5
√

(1 + 3x)4
=

∫
(1 + 3x)−

4
5 dx =

1

3
· (1 + 3x)

1
5

1
5

+ C =
5

3
5
√
1 + 3x+ C.

Âíåñåííÿ ôóíêöi¨ ïiä çíàê äèôåðåíöiàëà

Ó âèïàäêó, êîëè ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

f(x) dx = g(ω(x)) · ω′(x) dx,
ìà¹ìî

∫
f(x) dx =

∫
g(ω(x)) · ω′(x) dx =

∫
g(ω(x)) · dω(x) =

∫
g(t) dt,

äå t = ω(x). Òîáòî ôóíêöiÿ ω′(x) ââîäèòüñÿ ïiä çíàê äèôåðåíöiàëà.

I Çàäà÷à 1.9.
∫

x dx

1 + x4
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

∫
x dx

1 + x4
=

∫
1

1 + x4
· x dx =

∫
1

1 + x4
d

(
x2

2

)
=

1

2

∫
1

1 + (x2)2
d(x2) =

= {x2 = t} = 1

2

∫
1

1 + t2
dt =

1

2
arctg t+ C =

1

2
arctg x2 + C.

I Çàäà÷à 1.10.
∫

dx

x
√
lnx

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

∫
dx

x
√
lnx

=

∫
1√
lnx
· 1
x
dx =

∫
1√
lnx

d(lnx) = {lnx = t} =
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=

∫
dt√
t
= 2
√
t+ C = 2

√
lnx+ C.

I Çàäà÷à 1.11.
∫

dx

x(2 + ln2 x)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

∫
dx

x(2 + ln2 x)
=

∫
1

(2 + ln2 x)
· 1
x
dx =

∫
1

(2 + ln2 x)
d(lnx) =

=

∫
dt

2 + t2
=

1√
2
arctg t+ C =

1√
2
arctg(ln x) + C.

I Çàäà÷à 1.12.
∫

1√
x
cos
√
x dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

∫
1√
x
cos
√
x dx =

∫
cos
√
x d(2

√
x) = 2

∫
cos
√
x d(
√
x) = {

√
x = t} =

= 2

∫
cos t dt = 2 sin t+ C = 2 sin

√
x+ C.

I Çàäà÷à 1.13.
∫
x+ arcsin3 2x√

1− 4x2
dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.∫
x+ arcsin3 2x√

1− 4x2
dx =

∫
x√

1− 4x2
dx+

∫
arcsin3 2x√
1− 4x2

dx =

=

∫
1√

1− 4x2
d

(
x2

2

)
+

∫
arcsin3 2x d

(
1

2
arcsin 2x

)
=

=
1

2

∫
d
(
x2
)

√
1− 4x2

+
1

2

∫
arcsin3 2x d (arcsin 2x) = {x2 = t, arcsin 2x = y} =

=
1

2

∫
dt√
1− 4t

+
1

2

∫
y3 dy = −1

8
· 2
√
1− 4t+

1

8
y4 + C = −1

4

√
1− 4x2+

+
1

8
arcsin4 2x+ C.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

1.14.
∫

dx√
3x2 − 7

.

1.15.
∫

22x−1 − 32x+3

62x
dx.

1.16.
∫

cos2
x

2
dx.

1.17.
∫

2 + x

1 + x
dx.

1.18.
∫

(2x+ 5)17 dx.

1.19.
∫

dx√
1− 2x

.

1.20.
∫
x
√

1− x2 dx.

1.21.
∫

x2 dx

x6 − 5
.

1.22.
∫

1

x ln5 x
dx.

1.23.
∫

dx

x(lnx+ 3)
.

1.24.
∫

ex

1 + ex
dx.

1.25.
∫

sin 5x dx.

1.26.
∫
x sinx2 dx.

1.27.
∫

(sinx+ 2 cosx)2 dx.

1.28.
∫
ex cos ex dx.

1.29.
∫

dx

sin 3x
.

1.30.
∫

arcctg 3x

1 + 9x2
dx.

1.31.
∫

arcsinx− arccosx√
1− x2

dx.

Âiäïîâiäi

1.14. 1√
3
ln
∣∣√3x+√3x2 − 7

∣∣ . 1.15. 27
2 ln 2 · 2

−2x − 1
4 ln 3 · 3

−2x. 1.16. x
2 +

sinx
2 .

1.17. x+ ln |1 + x|. 1.18. 1
36(2x+ 5)18. 1.19. −

√
1− 2x. 1.20. −1

3(1− x
2)

3
2 .

1.21. 1
6
√
5
ln
∣∣∣x3−√5
x3+
√
5

∣∣∣ . 1.22. − 1
4 ln4 x

. 1.23. ln | lnx+ 3|. 1.24. ln(1 + ex). 1.25.

−1
5 cos 5x. 1.26. −

1
2 cosx

2. 1.27. 5
2x − cos 2x + 3

4 sin 2x. 1.28. sin e
x. 1.29.

1
3 ln
∣∣tg 3x

2

∣∣ . 1.30. −1
6 arcctg

2 3x. 1.31. 1
2(arcsin

2 x+ arccos2 x).
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 2

Iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

Êîðîòêi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi òà ïðèêëàäè
ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷

Ìåòîä ïiäñòàíîâêè áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíîìó òâåðäæåííi. ßêùî ôóí-
êöiÿ t = ϕ(x) âèçíà÷åíà òà äèôåðåíöiéîâàíà íà ìíîæèíi X, ÿêà ¹ iíòåðâà-
ëîì àáî âiäêðèòîþ ïiâïðÿìîþ, àáî íåñêií÷åííîþ ïðÿìîþ, à ìíîæèíà T ¹
ìíîæèíîþ çíà÷åíü öi¹¨ ôóíêöi¨, ïðè öüîìó ôóíêöiÿ g(t) ìà¹ íà ìíîæèíi T
ïåðâiñíó G(t), òîáòî

∫
g(t) dt = G(t) +C, òî ôóíêöiÿ g(ϕ(x)) · ϕ′(x) ìà¹ íà

ìíîæèíi X ïåðâiñíó, ÿêà äîðiâíþ¹ G(ϕ(x)), òîáòî íà ìíîæèíi X∫
g(ϕ(x)) · ϕ′(x) dx = G(ϕ(x)) + C.

Íåõàé òðåáà îá÷èñëèòè iíòåãðàë
∫
f(x) dx. Â äåÿêèõ âèïàäêàõ âäà¹òüñÿ

âèáðàòè ôóíêöiþ t = ϕ(x) òàêó, ùî ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü f(x) = g(ϕ(x)) ·
ϕ′(x), äî òîãî æ iíòåãðàë âiä ôóíêöi¨ g(t) îá÷èñëèòè íåñêëàäíî. Òîäi∫

f(x) dx = G(ϕ(x)) + C.

I Çàäà÷à 2.1.
∫
x(2x+ 5)10 dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

∫
x(2x+ 5)10 dx =

{
2x+ 5 = t dx = 1

2 dt

x = t−5
2

}
=

1

2

∫
(t− 5)t10

1

2
dt =

=
1

4

∫
(t11− 5t10) dt =

1

48
t12− 5

44
t11 +C =

1

48
(2x+ 5)12− 5

44
(2x+ 5)11 +C.

13



I Çàäà÷à 2.2.
∫

dx√
ex − 1

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

∫
dx√
ex − 1

=

{ √
ex − 1 = t x = ln(t2 + 1)

ex − 1 = t2 dx = 2t dt
1+t2

}
=

∫ 2t dt
1+t2

t
= 2

∫
dt

1 + t2
=

= 2arctg t+ C = 2arctg
√
ex − 1 + C.

I Çàäà÷à 2.3.
∫

dx√
x(1 + 3

√
x)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

∫
dx√

x(1 + 3
√
x)

=

{
x = t6

dx = 6t5 dt

}
=

∫
6t5 dt

t3(1 + t2)
= 6

∫
t2

1 + t2
dt = .

= 6

∫ (
1− 1

1 + t2

)
dt = 6t− 6 arctg t+ C = 6 6

√
x− 6 arctg 6

√
x+ C.

ßêùî ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ìiñòèòü îäèí ç äâî÷ëåíiâ

a2 − x2, x2 + a2, x2 − a2

ìîæå áóòè äîöiëüíèì âèêîðèñòàííÿ òàê çâàíî¨ òðèãîíîìåòðè÷íî¨ ïiäñòà-
íîâêè. Ðåêîìåíäîâàíi ïiäñòàíîâêè â çàëåæíîñòi âiä òèïó äâî÷ëåíà:

a2 − x2 x = a sin t

x2 + a2 x = a tg t

x2 − a2 x = a
sin t

I Çàäà÷à 2.4.
∫

x2 dx

(a2 − x2) 3
2

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

∫
x2 dx

(a2 − x2) 3
2

=

{
x = a sin t

dx = a cos t dt

}
=

∫
a2 sin2 t · a cos t dt

a3 cos3 t
=

∫
tg2 t dt = .

14



=

∫ (
1

cos2 t
− 1

)
dt = tg t− t+ C = tg(arcsin x

a)− arcsin x
a + C.

Åôåêòèâíèì ìåòîäîì iíòåãðóâàííÿ ¹ ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíà-
ìè. ßêùî ôóíêöi¨ u(x) i v(x) äèôåðåíöiéîâàíi íà ìíîæèíi X, ÿêà ¹ iíòå-
ðàëîì àáî âiäêðèòîþ ïiâïðÿìîþ, àáî íåñêií÷åííîþ ïðÿìîþ, i ÿêùî ôóíêöiÿ
v(x) · u′(x) ìà¹ íà ìíîæèíi X ïåðâiñíó, òî ôóíêöiÿ u(x) · v′(x) ìà¹ íà öié
ìíîæèíi ïåðâiñíó, i äî òîãî æ

∫
u(x) ·v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
v(x) ·u′(x) dx.

Öþ ðiâíiñòü ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi∫
u dv = uv −

∫
v du.

Öåé ìåòîä iíòåãðóâàííÿ äîöiëüíî âèêîðèñòîâóâàòè íàñàìïåðåä ó òèõ âè-
ïàäêàõ, êîëè ôóíêöiþ ó ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
äâîõ ìíîæíèêiâ òàê, ùî äîáóòîê ïîõiäíî¨ ïåðøîãî ìíîæíèêà i ïåðâiñíî¨
äðóãîãî ìíîæíèêà ¹ ôóíêöi¹þ áiëüø ïðîñòîþ ç òî÷êè çîðó iíòåãðóâàííÿ
íiæ ôóíêöiÿ â âèõiäíîìó ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi.

I Çàäà÷à 2.5.
∫

x dx

cos2 x
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

Ôóíêöiþ x
cos2 x ìîæíà ïîäàòè ÿê äîáóòîê ôóíêöi¨ x i 1

cos2 x . Äîáóòêîì
ïîõiäíî¨ ïåðøî¨ ôóíêöi¨ i ïåðâiñíî¨ äðóãî¨ ¹ ôóíêöiÿ tg x, ÿêà ¹ áiëüø ïðîñ-
òîþ ç òî÷êè çîðó iíòåãðóâàííÿ, íiæ âèõiäíà ôóíêöiÿ x

cos2 x . Îòæå äîöiëüíî
âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè.

∫
x dx

cos2 x
=

{
u = x du = dx

dv = dx
cos2 x v = tg x

}
= x tg x−

∫
tg x dx = x tg x+ln | cosx|+C.

ßêùî äëÿ äåÿêîãî iíòåãðàëó, ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ÿêîãî ìiñòèòü îäíó
ç ôóíêöié

lnx, arcsinx, arccosx, arctg x, arcctg x

çàñòîñîâóþòü ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, òî, ÿê ïðàâèëî, ÷åðåç u
ïîçíà÷àþòü ñàìå öþ ôóíêöiþ.

I Çàäà÷à 2.6.
∫
x2 arctg x dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.
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∫
x2 arctg x dx =

{
u = arctg x du = dx

1+x2

dv = x2dx v = x3

3

}
=
x3

3
arctg x− 1

3

∫
x3 dx

1 + x2
= .

=
x3

3
arctg x− 1

3

∫
x3 + x− x
1 + x2

dx =
x3

3
arctg x− x2

6
+

1

6
ln(1 + x2) + C.

I Çàäà÷à 2.7.
∫

5
√
x dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

∫
5
√
x dx =

{
x = t2

dx = 2t dt

}
= 2

∫
t · 5t dt = 2

{
u = t du = dt

dv = 5t dt v = 5t

ln 5

}
=

= 2

(
t · 5t

ln 5
− 1

ln2 5
· 5t
)
+ C = 2

(√
x · 5

√
x

ln 5
− 1

ln2 5
· 5
√
x

)
+ C.

I Çàäà÷à 2.8.
∫
e2x sin 3x dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.∫
e2x sin 3x dx =

{
u = e2x du = 2e2x dx

dv = sin 3x dx v = −1
3 cos 3x

}
=

= −1
3
e2x cos 3x+

2

3

∫
e2x cos 3x dx = −1

3
e2x cos 3x+

+
2

3

{
u = e2x du = 2e2x dx

dv = cos 3x dx v = 1
3 sin 3x

}
= −1

3
e2x cos 3x+

2

9
e2x sin 3x−

−4
9

∫
e2x sin 3x dx.

∫
e2x sin 3x dx = − 3

13
e2x cos 3x+

2

13
e2x sin 3x+ C.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

2.9.
∫

(1 + x)

1 +
√
x
dx.

2.10.
∫

e2x dx√
1 + ex

.

2.11.
∫

dx

1 + ex
.

2.12.
∫

ln 2x

ln 4x
· dx
x
.

2.13.
∫

e2x dx

e4x − 5
.

2.14.
∫
e
√
2x−1 dx√
2x− 1

.

2.15.
∫
xe2x dx.

2.16.
∫
x2 cosx dx.

2.17.
∫
ex sinx dx.

2.18.
∫

ln2 x dx.

2.19.
∫

x dx

sin2 x
.

2.20.
∫

cos(lnx) dx.

2.21.
∫

lnx

x2
dx.

2.22.
∫

arcsinx dx.

2.23.
∫

ln(x2 + 1) dx.

2.24.
∫
x arctg2 x dx.

2.25.
∫
x · 3x dx.

2.26.
∫

ln(lnx)

x
dx.

2.27.
∫

(x2 − 2x+ 3) cosx dx.

2.28.
∫

arctg
√
x√

x
dx.

2.29.
∫
x2 cos 3x dx.

2.30.
∫

arccos
x

4
dx.

2.31.
∫
x cosx

sin2 x
dx.

2.32.
∫
x2e−x dx.

2.33.
∫

lnx

x5
dx.

2.34.
∫
x2 · 4−x dx.

2.35.
∫

x

cos2 2x
dx.

2.36.
∫
x arcsinx dx.

2.37.
∫
x2e3x dx.

2.38.
∫
x2 ln(x+ 1) dx.

2.39.
∫
x tg2 2x dx.
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2.40.
∫
e4x sin 4x dx.

2.41.
∫
e
√
x dx.

2.42.
∫

sin 3
√
x dx.

2.43.
∫
x2 arctg x

1 + x2
dx.

2.44.
∫ √

x lnx dx.

2.45.
∫

arcctg(2
√
x) dx.

2.46.
∫

arctg
√
2x− 1 dx.

2.47.
∫

arcsin x
2√

2− x
dx.

Âiäïîâiäi

2.9. 2(
√
x3

3 −
x
2 +2

√
x− 2 ln(1+

√
x)). 2.10. 2

3(e
x− 2)

√
ex + 1. 2.11. − ln(1+

e−x). 2.12. lnx − ln 2 · | lnx + 2 ln 2|. 2.13. 1
4
√
5
ln
∣∣∣e2x−√5
e2x+

√
5

∣∣∣ . 2.14. e√2x−1.
2.15. 1

2e
2x(x− 1

2). 2.16. x
2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx. 2.17. 1

2e
x(sinx− cosx).

2.18. x((ln |x| − 1)2 + 1). 2.19. −x ctg x + ln | sinx|. 2.20. x
2(sin(lnx) +

cos(lnx)). 2.21. − 1
x(ln |x| + 1). 2.22. x arcsinx +

√
1− x2. 2.23. x ln(x2 +

1) − 2x + 2arctg x. 2.24. 1
2(x

2 + 1) arctg2 x + x arctg x + 1
2 ln(1 + x2). 2.25.

3x

ln2 3
(x ln 3− 1). 2.26. (ln(lnx)− 1) lnx. 2.27. (x− 1)2 sinx + 2(x− 1) cosx.

2.28. 2
√
x arctg

√
x− ln(x+1). 2.29. 1

3x
2 sin 3x− 2

9x cos 3x−
2
27 sin 3x. 2.30.

x arccos x4 −
√
16− x2. 2.31. − x

2 sin2 x
− 1

2 ctg x. 2.32. −(x
2+2x+2)e−x. 2.33.

− 1
16x4 (4 lnx+1). 2.34. − 4−x

ln 4x(x
2+ 2x

ln4+
2

ln2 4
). 2.35. x tg 2x+ 1

4 ln | cosx|. 2.36.
x2

2 arcsinx− 1
4 arcsinx+

x
4

√
1− x2. 2.37. e3x27 (9x

2 − 6x+ 2). 2.38. 1
2 arctg x−

x
2(1+x2) . 2.39.

1
2x tg 2x+

1
4 ln | cos 2x| −

1
2x

2. 2.40. 1
4e

4x(sin 4x− cos 4x). 2.41.

2e
√
x(
√
x − 1). 2.42. 3((2 − 3

√
x2) cos 3

√
x + 2 3

√
x sin 3

√
x). 2.43. x arctg x −

1
2 ln(1+x

2)− 1
2 arctg

2 x. 2.44. 2
3

√
x3(ln |x|− 2

3). 2.45. x arcctg(2
√
x)+ 1

2

√
x−

1
4 arctg(2

√
x). 2.46. x arctg 2x− 1−1

2

√
2x− 1. 2.47. 4

√
2 + x−2

√
2− x arcsin x

2 .
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 3

Çàñòîñóâàííÿ çàìiíè çìiííî¨ ïðè

iíòåãðóâàííi

Êîðîòêi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi òà ïðèêëàäè
ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷

Òàêi iíòåãðàëè ìîæíà çíàõîäèòè çà îäíi¹þ ñõåìîþ, ñóòü ÿêî¨ ïîëÿãà¹ â
òîìó, ùî äàíèé iíòåãðàë (â çàãàëüíîìó âèïàäêó) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿ-
äi ñóìè iíòåãðàëiâ, ïåðøèé ç ÿêèõ ìà¹ âèãëÿä âèõiäíîãî, ïðîòå âèðàç ó
÷èñåëüíèêó äîöiëüíî âíåñòè ïiä çíàê äèôåðåíöiàëó, à äðóãèé ìà¹ îäèí ç
âèäiâ ∫

M dx

Cx2 +Dx+ E
àáî

∫
M dx√

Cx2 +Dx+ E
.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó íàéïðîñòiøi âèïàäêè (çàäà÷i 3.1. � 3.4.), äî ÿêèõ
ìîæíà çâåñòè áóäü-ÿêèé iíòåãðàë îçíà÷åíîãî òèïó.

I Çàäà÷à 3.1.
∫

(2x− 1)

x2 − x− 3
dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.∫
(2x− 1)

x2 − x− 3
dx =

∫
d(x2 − x− 3)

x2 − x− 3
= ln |x2 − x− 3|+ C.

I Çàäà÷à 3.2.
∫

8x+ 3√
4x2 + 3x

dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.∫
8x+ 3√
4x2 + 3x

dx =

∫
d(4x2 + 3x)√

4x2 + 3x
= 2
√

4x2 + 3x+ C.
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I Çàäà÷à 3.3.
∫

dx

x2 − 8x+ 1
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

∫
dx

x2 − 8x+ 1
=

∫
dx

(x− 4)2 − 15
=

1

2
√
15

ln

∣∣∣∣∣x− 4−
√
15

x− 4 +
√
15

∣∣∣∣∣+ C.

I Çàäà÷à 3.4.
∫

dx√
2x2 − 5x+ 7

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

∫
dx√

2x2 − 5x+ 7
=

1√
2

∫
dx√

(x− 5
4)

2 + 31
16

=
1√
2
ln
∣∣∣x− 5

4 +
√
x2 − 5

2x+
7
2

∣∣∣+C.
Ó áiëüø ñêëàäíèõ âèïàäêàõ ìîæíà äîòðèìóâàòèñÿ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi.

Ñõåìà ðîçâ'ÿçàííÿ äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó

1. Çíàéòè ïîõiäíó âiä êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà:

(Cx2 +Dx+ E)′ = 2Cx+D.

2. Ïîäàòè âèðàç, çàïèñàíèé â ÷èñåëüíèêó ó âèãëÿäi

Ax+B = α(2Cx+D) + β.

3. Ïîäàòè âèõiäíèé iíòåãðàë ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ iíòåãðàëiâ

∫
(Ax+B) dx

Cx2 +Dx+ E
= α

∫
2Cx+D

Cx2 +Dx+ E
dx+ β

∫
dx

Cx2 +Dx+ E
.

4. Ïåðøèé ç îäåðæàíèõ iíòåãðàëiâ îá÷èñëèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä âíå-
ñåííÿ ïiä çíàê äèôåðåíöiàëó, à äðóãèé � çâåñòè äî òàáëè÷íîãî, âèäi-
ëèâøè ïîâíèé êâàäðàò ó êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà.
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I Çàäà÷à 3.5.
∫

(7− 8x)dx√
2x2 − 3x+ 1

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

1) (2x2 − 3x+ 1)′ = 4x− 3;

2) 7− 8x = −2(4x− 3) + 1;

3)
∫

(7− 8x)dx√
2x2 − 3x+ 1

= −2
∫

(4x− 3) dx√
2x2 − 3x+ 1

+

∫
dx√

2x2 − 3x+ 1
=

= −2
∫
d(2x2 − 3x+ 1)√

2x2 − 3x+ 1
+

1√
2

∫
dx√

(x− 3
4)

2 − 1
16

=

= −4
√

2x2 − 3x+ 1 +
1√
2
ln

∣∣∣∣∣x− 3

4
+

√
x2 − 3

2
x+

1

2

∣∣∣∣∣ .
I Çàäà÷à 3.6.

∫
(3x− 5)dx√
9 + 6x− 3x2

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

1) (9 + 6x− 3x2)′ = −6x+ 6;

2) 3x− 5 = −1
2(−6x+ 6)− 2;

3)
∫

(3x− 5)dx√
9 + 6x− 3x2

= −1
2

∫
d(9 + 6x− 3x2)√

9 + 6x− 3x2
− 2√

3

∫
dx√

4− (x− 1)2
=

= −
√
9 + 6x− 3x2 − 2√

3
arcsin

x− 1

2
.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

3.7.
∫

dx√
5− 2x+ x2

.

3.8.
∫

dx√
9x2 − 6x+ 2

.

3.9.
∫

dx√
12x− 9x2 − 2

.

3.10.
∫

(8x− 11) dx√
5 + 2x− x2

.

3.11.
∫

(x+ 2) dx

x2 + 2x+ 2
.

3.12.
∫

(x− 3) dx√
3− 2x− x2

.

3.13.
∫

(3x− 1) dx

4x2 − 4x+ 17
.

3.14.
∫

(3x− 1) dx√
x2 + 2x+ 2

.

3.15.
∫

(x− 2) dx

x2 − 7x+ 12
.

3.16.
∫

(2x+ 5) dx√
9x2 + 6x+ 2

.

3.17.
∫

(3− 4x) dx

2x2 − 3x+ 1
.

3.18.
∫

(4− 3x) dx

5x2 + 6x+ 18
.

3.19.
∫

(2− 5x) dx√
4x2 + 9x+ 1

.

3.20.
∫

x dx√
3x2 − 11x+ 2

.

3.21.
∫

(4x− 3) dx

x2 − 2x+ 6
.

3.22.
∫

(3x− 2) dx

x2 − 4x+ 5
.

3.23.
∫

(x+ 4) dx√
2− x− x2

.

3.24.
∫

x dx√
x2 + x+ 1

.

Âiäïîâiäi

3.7. − ln |1−x+
√
5− 2x+ x2|+C. 3.8. 1

3 ln |3x−1+
√
9x2 − 6x+ 2|+C. 3.9.

1
3 arcsin

3x−2√
2
+C. 3.10. −8

√
5 + 2x− x2−3 arcsin x−1√

6
+C. 3.11. 1

2 ln(x
2+2x+

2)+arctg(x+1)+C. 3.12. −
√
3− 2x− x2−4 arcsin x+1

2 +C. 3.13. 3
8 ln(4x

2−
4x+17)+ 1

16 arctg
2x−1
4 +C. 3.14. 3

√
x2 + 2x+ 2−4 ln(x+1+

√
x2 + 2x+ 2)+

C. 3.15. ln (x−4)2
|x−3| +C. 3.16.

2
9

√
9x2 + 6x+ 2+13

9 ln(3x+1+
√
9x2 + 6x+ 2)+C.

3.17. − ln |2x2−3x+1|+C. 3.18. 29
45 arctg

5x+3
9 −

3
10 ln(5x

2+6x+18)+C. 3.19.
61
16 ln |8x+9+4

√
4x2 + 9x+ 1|− 5

4

√
4x2 + 9x+ 1+C. 3.20. 1

3

√
3x2 − 11x+ 2+

11
6
√
3
ln |x− 11

6 +
√
x2 − 11

3 x+
2
3 |+C. 3.21. 2 ln(x

2−2x+2)+ 1√
5
arctg x−1√

5
+C.

3.22. 3
2 ln(x

2−4x+5)+4 arctg(x−2)+C. 3.23.−
√
2− x− x2+ 7

2 arcsin
2x+1
3 +

C. 3.24.
√
x2 + x+ 1− 1

2 ln(x+
1
2 +
√
x2 + x+ 1) + C.
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