
днЕПРООЕТРОВСКИV. ИНСТИТУТ ИНIЕНЕРОВ IEJIEЗHOДOPOIHOГO ТРАНСПОРТА 

Hs правах рукоnиси 

ики. A.ll. Осипов 

НЕКОТОРЫЕ НЕЛИНЕЙНЫЕ ЗАдАЧИ ИЭГИ~ 

СТЕRНЕЙ И СТЕРIНЕВЬIХ СИСТЕМ 

( 022 - солротквлоние материалов и строитеJJьно я 
механика ) • 

А в ! о р • Ф е р а т 

диссертации на со•скание ученоА степени 

кaHAINI"r8 технических наук 

r.Днеnроnетровск 
1969 НТ

Б 

ДН
УЖ
Т



Работа выnолнена в Днеnропетровском ю.ституте инже­

веров аелеэнодороиного трансnорта. 

Научный руководитель - nрофессор,доктор технических 

наук Бондарь н.r. 

Официальные опnоненты nрофессор,д.т.н.14оргаевский А.Б., 

к.т.в. Ткаченко А.С. 

Ведущее предприятие Днепропетровсiше отделе ни е инсти­

tута uехавики АН УССР 

АвтQреферат разослан l%9 г. 

Защита диссертации состоится 1%9 г. 

ив заседании Совета Днепропетровского института инаенеров 

аепеэнодорожного транспорта ( ул.УниверситетСJсаn,2). 

С диссертацией можно познакомиться в библиотеке инс­

tитутв 

НТ
Б 

ДН
УЖ
Т



Вурвое развитие техники на совремеввоu этапе ствви~ 

большое Jсопичество задач,кногие из которых математически 

опвсываются пиuейными и непинейными дифференциальными урав­

нениями второго порядка с постоянными ипи nеремеиными коЭФ­

фициенtами • 
К таким задачам относятся задачи no опредепевхю боль­

ших первмещений при изгибе тонких стериней,в такав задачи 

изгиба стерzней,выпопненных из неливейных uатериапоъ. 

Иэвестно,что существует широкий класс ~териалов,ис-

попьэуемых в технике, АЛЯ которых даже в обпаста uanыx де­

~ формаций обнаруаиввются отклонения от закона Гукв.К таким uв­
~ териапа• относятся многие цветные метаппы,чугув,бетон,некото­

~ рыв специальные ствлв,впюuиниевые сппввн и ппастuассы(ревк-

топпасты). 

lпвссвческая теория уnруrоств,основвиввя ~а обобщенном 

эаиове Гуиа,в данном случае не приманима 

Реmевва за~вч 1. rиба стериней с геометрической велиней­

ностЪЮ посви•евы раб~н русского ученого Е.n.Никопаа,су•ес!­

венво продвинувmеrо теорию изгиба тонких стериней и ряда 

других ученых : Б.Г.Г&перкина,А.Н.Крыnова,Е.П.Попова, К.U.Фи­
жовевко-Бородвча и других • 

Из специальных работ,посвя•енных различным частным зада­

чам изгиба тонких стериней сuе~ет отметить работы п.заапь­

иютцв.В.М.Кучвикова,Е.Н.Тихомирова,Г.С.Гпуmкова,В.И.Куэнецо­

ва и других • 
Теория изгиоа стериней с физической непииейвостью расска~ НТ
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ривается в работах ~л~нгера,Баха,Шюле,Риттера,Столярова, 

Онищика,Беэухова,Но~одрорского, Луръе и других • 

В настоящее вреыя методам расчета стержневых систем с 

учетом фиэическоR неливейности посвящены работы Дятлова, 

Бондаря,Н.М.Крылова,Боголюбова,Сысоева,Филина,Уэдалева,Рiа­

ницыиа,Качанова,Луиаша и других • 

Широкое внедревке в праJ<тику строитеJiьства новых фвэв­

чески велинейных материалов насто~тельно требует и раав811R 

веливеИвой теории изгиба стержней. 

В реферируемой диссертации поставлена задача даиъвеl­

вей разработки uеrодов определения перемещений в обlас~ 

умеренно-больших переuещениИ изгиба нелинейно-упруrиж ctepa­

нel и расчета ствтически неопределимых рам выnолнеивмх 18 

физически неливейных материалов. 

В первой главе дав обзор исследований в oбlacrw тео-

рии изгиба тонких линейно-упругих стержней при божъа.х JDPJ­
rиx переuещениях (геометрическая нелинеИность),а ~ в об­

ласти изгиба стержней выполненных из uатериа~ов ве сае~ 

закону Гука ( физическая нелинеИностъ). 

Во второй глаDе рассмотрено приJiохен• •'I'OJII пвреuи­

ного масштаба к решению нелинейнога диффереМЦ~В•.иоrо уравне­

ния Dторого порпдка,к которому сводятся ~ ве..аеlикх аадвч 

изгиба тонких стержней с первоначальноl Dp8801 осьо • 

Идея uетода nеремениого масштаба СОС:'fОИ в '!оu,что ny-

т~w особего преобразовения координат -..8Веl ... АВФФеревци-

влън~е уравнения свсдлтся к хорошо .аJЧеввым .... акыu уравие-

к~ям С ПОСТОЯННЫМИ КО~ИНИ!'tiТЭI!И • 

Методом nеремениого мас•~аба ~ n rnaвe проведено рв-
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•еиие ~рех задач : 
:в задаче 11'! I рассмо'l'реиа балка на д:вух опорах нагруаен­

вая сипой посередине ; 
:в задаче ~~ 2 рассмотрен случай ,,следящей" смы,приложев­

ной на КОНЦе КОРСОЛИ ; 

и.наконец, задача N~ 3 - консоль нагруженная :вертикальаой 

смоа на конце 

Задачи решаются с учетом следующих допущений: во-первых, 

считается,что материал балок линейно-упругий и,следовзтельво, 

поnчиняется закону Гука i во-вторых,предполагается справедди­

:вость гипотезы ~рнулли-ЭИпера о тоu,что сечения ~лоские до 

дефорuации остаются плоскиuи и перпендикулярныuи деформировав­

вой оси во время и послч дефорuации • 
В результате получены форuулы для определения уuеренво 

больших первмещений - углов поворота,а также вертикальных 

(проrибов) и горизортальных переыещений точ~к приложении сап. 

Пу'l'ем nредельного перехода получены обычные фоr·~лы соп­

ро~ивления материалов ~дя определения переuещений в случае 

малых дефорuациа • 

Определены границы uаJIЫХ,уuеревно-больших и больаих пере­

ме•евий и пределы применимости nолученных форuул • 
Резуль'l'аты решений задач ~ 2 и 11'! 3 проверевы опытным пу­

тем. ~внные экспериментов при:ведены в таблице /С'! I • 
Из приведеиной таблицы ВИАНо,что 

:во-первых,при малых переuещениях,рассuатриввеuых :в сопро­

tивлении материалов,исчезает разница в определении перемеще­

ний от сил имеющих постоянное направление и .. следящп".Мотод 
же перемениого uас1отаба свободен o'l этих: недос'1'8'lКОВ ; 
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Таблица 1 

,--- {npe-
1 Фuр Аtд, Т е к с т 

E;n. __ Задача 1;! 3 
изu. Значение с;!]!ыР~~.r 

, V.'.' ЭI!ЛИ 

i .n:J чина 
1 

1--------
0,5 2,0 3,5 

j :6 ~ 
1 ~ 1 с::~"'~ Теоретическое значение оLт рад 0,09?8 0,391 О,бЬ'+ 
jz: .:;c::::rc.J 
. ""' с о.;ж::с О::ытное значение oLon -"- 0,098? 0,395 0,695 

о; о <-.о 00 
. ~ ~ ~~:.::.::Отношение оlт ._~оп О, 991 О 99 О 98' 

0,5 2,0 3,5 

0,09?8 0,391 ,0,684 
0,0925 0,3775 0,605 
I 05? 1 036 I !305 

~~- ~"'ь:::rтr.:оретичссJ<ае значекие CJm cu 14,?? 59,0В 103,)9 14,?7 59,08 '103,39 
Г..L.QJ ~ :::::1 u::a: 
~:; g_; ~а:; Опытоое значение Уоп cu 14,8 58,06 98,8 14,65 55,19 8В,63 

u ::11 1 t:= :с :с OtHOIIEHИfJ Ym: Уоп о. 998 1 OI? I 046 1 оса ILO? I_,I6? 

i g 1 oi. /Теоретичесиое значение d... т / рад 0,686 / 0,09?4/ 0,3?32L0,6I5 
· ::.: . __ _jQтношение <Х..,.: ot..on О 9[7 LL05 OL98_2_ L_О!б '1J 

~:~ j «j Теоретическое значение Ym cu !4,71 58,13 99,7 14,72 55,64 89,13 
~ ~ l Отно11ение Vm: Уоп 0_._998 _ .1..001 1_,009 I ,005 !,008 1_._006 

~~ j ~~~~ Теоретическое значение Xm cu 225,8 218,0 201,5 226,1 223,6 2!8,8 
. :;; 0 1 баJIКИ О'rНОiеиие Xm: Хоп / 0,99'7 f 0,995 0,999 1,0 1,022 1,054 
i:::: l~ Х' 1 
1 - . 

.::-
1 
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во-вторых.фориул&ми линейной теории сопротивления мате­

риалов можно пользо:ват:ься для оnределения перемещеннii 9 когда 

угол поворота не пре:вышает 0,2 радиана,а nрогиб составляет 

/~ е -:- ~-l .При yГJJBX nоворота ОТ О, 2 до 09 7 радиана И 
_71 /) прогибах больших чвu L необходи:.ю пользоватьсfi форuу-

лами полученными :в реферируемой работе 

в-третьих. получелныв формулы дл~ определен~я умеренно­

больших первмещений очень хорошо подтверх;цаwтся опытом (рас­

хождение не превышвет 1.2 % ) 

В ~ретьей главе рассмотрено прилохенив метода перемен­

иого масштаба к опредеJiению nереuещений прi~ изгибе стерzней 

из нелинейно-упругих материалов. 3адзча решается в nредполо­

авнии идеальной уnругости материала.а связь между ин~енсиви~с­

тью напряжений и деформаций приниunется в виде 

Эдесь 

G= Е E+pS3 
(I) 

Е - модул~ упругости малой линеИной дефор~~ции. 

j3 - параме"'Р нелинейности ; причем: при р >О 
иелинеv.ность именуется sесткой,а при jJ <О -
IIЯГКОЙ • 

ЭТо выраsение является общим для случая uвnой нелиней­

ности,тав как оно получено в результате разлоsения лроизвопь­

воi функции при малоК неливейности в ряд Маклорева при сохра-

ненив двух чnенов раэпоsения • 

Такая зависимость между иапряzениями и деформациями хо­

рошо соответствует опытным ASHHЫII и вследстви• ее nростотн 

удобна для практического попьзования 

В начестЕе друг~а предполоиений используется гипотеза 

плоских сече ни~i '1 допущенио, что nри изгибе воло.кно Re давят 
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JJ!Yr на ;цруrа. 

При учете тольио физзческой не~ивейиости,дифферевциажьвое 

уравнввио изогнутой оси стер•ня ю1еет вид 

(2) 

зжесь : 8 - угол поварста сечения 

Jл- uомент v.нерции поперечного сечеииа реввыВ 

Jn= J lJndF (1la2,4) 
F 

/1 - изгибающий момент , 

5 - ДШШа 7J.3ГИ упруГОЙ ЛИНIIИ 

Так как второй член в скобках ура:внения (2} uал по срвВ118-

нию с единицей,то :в первом приближении допустимо подстввхRtъ 

туда значение кривизны для линейно-упругих стержней. 

Решенив ура:внения (2) с использованием замеп метода пере-

мениоrо масштаба в работе названо первым способом • 

Первым способом решены те же три задачи,что и в rлаве П, 

но при ус~овии,что балка выполнена из нелинейно-упругого ма­

териала 

При однсвременноu учете как физиче_ской, таi\ и геометри­

ческой нелин(;Иностей дифференциальное ура:в~<ение изогнутой 

оси прJ.tниыает вид 

а
2

е. Q [. 3R.J~,(da )2
] ~-т fJ:2 t-yt (f5 cosB=D (3) 

где Q - nоnеречная ( Пеf·•реJ•IDающая ) смлu 
Реuение диф!)еренцuальнсно уравнеющ (3) uетодом nepeut>НJto­

ro масш:rабА названо в работt: м·~рwм t_':_Qf.Q.C'_oм. 
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Вторым сnоеобои nроЕедено рссrение nяти задач: 

- балка на ~ух о~орах нагруженная силой nосередине 

- коисольная балка с nриложенной на конце .. следящей" 

СИJJОЙ 

- консоль нагруженная Еертикальиой c:rnoй на конце 

- ковсольная балка nод дейстЕием силы nриложенно~ на 

ковце под оnределенным yrлou к недефорlшроЕанной оси балки 

и сол~аняющей с»ое вапраЕЛенме во врекя деформации балки ; 

- балка на двух опQрах нагруженная сосредоточенным мо­

ментом вв опоре 

Ив сраввевия nерЕого и Еторого способов определения nере­

мещевиl мето~ nеремениого uасштаба,приходим к следующеку вн­

воцу 

- первый способ определения nервмещений nри ~згибе вели­

вейно-упругих балок следует nрименять только для случая uaJIНX 

перемещеиий .При умеренно больших первмещениях в сипу ~омозд­

кости полученных формух и необходимости вести решевив путем 

подбора перввй спосоu применять ве рекомендуется 

- второй способ может быть рекоuен~овав дия опредежевия 

как калых,так и умеренно больших переuещеииl • 

R достоинствам эти способов определения переме~~:еииl ме­

тода перемениого uасштаба следует отнести то,что оми приrо~м 

дnи любого направления прихоженной силы (постоянного вапраапе­

вия , .. с~едвщей" сихы,силы, действующей под постояиным yrnoм и 
других силовых воздействий) • 

В ~блице ~ 2 nриведевы данные эхсперимеп!альиоrо опре­

деления перемещеииИ ддя нелzнейно-уnругой консопи ввrружеиноl 

вер!l'ltкальной сило~ на конце .L!атериап баnхи - с'.n:lль I8Н9Т , 
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розмеры быжки: длина 94,5 cu, поперечное сечение 0,5 х S cu2. 

Мо~пъ упругости иалой л~нейной деформации E=I,66.I06 кr/cul, 

параметр непивв~но~ти f = -2,86.Ioi0 кr/cu2 

Har-
руз-

ка 

Ркr 

2,24 
n 

4,24 

n 

6,24 

n 

8,24 
n 

1 

Таблица le 2 

М~ТОА пеJ:!емеиного масштаба Оnытные данные 
I-й спо_соб 2-й способ 

оf.рад! у см ~pufl lj см о/._ рад 

О,Пб ! 7 ,3! О,Пб 7,32 O,II4 
1,017 I,OOI 1,017 1,001 I,O 

0,2206 I3,95 0,222 I3,88 0,219 
1,0СЛ !,025 I,OI3 1,020 I,O 

0,327 

' 

20,79 0,330 20,44 0,325 

1,006 !,016 1,0!5 1,000 I,O 
--

0,437 27,93 0,443 27,00 0,430 
1,014 1,010 1,030 0,976 I,O 

-- . 

~ - угол поБррота конца консоли , 

у - прогиб конца нонсоли , 

Уем 

7,30 
I,O 

I3,60 
I,O 

20,45 

1,0 

27,65 
1,0 

n - отношение к значению полученному из опыта 

К<ш ьи.дно из тиG;:;щu 2, pe~'.YЛьT,J7'tl п,1.пученпые творети-

ческиu путвLI хорошо соrтад:зют с данними получе!!IIЫUИ из опыта. 

Расхождения не прtЕышают 2-2,5 % 
В четрерто~ ~ве 

nеремец::ннi! 

из.т.озены три способа определения 
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I) Первый способ оnределения nереuещевий,основаввый на 

интегрировании точного дифференциального уравнения изогнуtой 

оси 

(4) 

назвав в работе tочным сnоеобок 

Точным способом, с использованием SЦBU nYpan-3n nрове­

деио решение, в результате которого определены nереuещения 

( углы поворота и прогиоы ), в трех задnчах : 

- консоль нагруженноя на конце вертикальной силой , 

- консоль нагруженная на rtовце nследящей" смой , 

- иовсоль вагрреиная равномерно расnределенной 

нагрузкой 

2) В'l'орой сnособ определения nеремещений,освованныlit на 

~еренцированвв функции дополниtельной работы no обобщен­

вой сипе, называется ~~ергетическим способом. 

Известно,что теореuа о взаимности nеремещений, ддя слу­

чая велинейвой зависимости между силами и иоордина'!'аки икее'!' 

с.пвдующиlit :вид 

где Q и - соответственно обобщенные сипа и 

координата 

Из этой формулы вытекает,чtо выражение 

n~е•ста&~лnет полны\1 диФ<I:еренциал искомой фувкци11 Р 
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Таким образок, роль теоремы Кастипиаво дия вепввеlно JПРУ­

гих сиетек переходит к соотношению : 

(m=f,2, ... ,n), 

где R - функция доnолнительной работы • 

При рассuатри»а~мой в д~нной работе зависимости {!) uеаду 

напр~енииuи и деформациями, функция допопнитепьной работы 

дnя случая uanыx первмещений будет иметь еведующее ававитичес­

кое вырааение 

-J M2
dx ~JM

4

dx R- 2EJz -тz .(Е~~. 
f f 

Эта форкупа годив как д.пя с~ чая .аеспоl ( р >D) непи-

нейвости, так и .._.-я u.игкой (r<O) непинейвости еспи параметр 

~ (И.UI б'" ) ПОДСТаВJIЯеТСR СО CВOIII ЭВ810К • 

Для определения первкещевий достаточно продифферевциро­

»ать функцИII допопни'т&Jiьвой работы по обобщенной сиве.Исnолъэуя 

пра»и.о Jейбница д.пя дифференцирования по• эваком 1нтеrрапа, 

попучим 

_QR_ --11._ ам ~.r( м )3 а м d rгдai.-)EJ2"01Ldx-3J'EЪ ·aai. Х. (5} 
t t 

Оцевна точности попученвой формулы ддя определения пере­

к,щений произведена путем ~опоставления результатов полученных 

по формупе (5) с ~нннки точиого решения 

Энергетическим сnоеобок в работе проведено опредслвние 

nерем1щек•И в 

- консо.аьвоА бапке нагруженНQЙ равномерно распредР.ленной 

маrрузкоQ м конце консоли (nрогиб и у!'ол поnорота) 
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- ~о ае дии коисольвой бапки нагруженной на конце сос­

редо!очеввой сипой • 

3) В результате точного решения диффереицивпьвого уравне­

ния (4) аначенiR yrnoв поворота попучаются как фувицв• дивив 

изогнутой осв,т.е. B=f(s) ,а вертикuл:ьнне ( у. ) 1 

rоризоятальВЬiе ( jC ) первмещения nвлnются фувкциямв yrl8 

noвopota 

Попученине фopuyaw AIR определения перtuе~еввl очень 

cnoaиu и rромоадки,а вычиспении по внм чреавмчаlво tрудоекки 

и, ве преувепичивви моаво окааатъ что овк по~ 0117 топыо В 1. 

Определение перемещеввА дифференцирование функции ~оnоп­

нитепьноl рабо!ЬI по обоб•енной ские,кмк иавесtво,~ет тuлько 

значении перемещениl 1 точхе прнnо•енив обоб.,ввой Cll ве 

~IВЯ 0!18!8 О nepeмt.8BИRX KSiдDЙ ТОЧКИ fПPJГOI 001 IIГ1681-

IIOГO Cf8P8JIR • 

В реферируемой работе рассмотрен лрибпиаеввнl сnособ оп­

ределении перемещевиl,свободиый от вычиспитепьиых трудвостей 

точhоrо ремении и вН8е о~мечевных недостатков зверrетичесffоrо 

способа. 

В основу лрибпиаевноrо способа опредепенкя переме•евий 

лолоаено првбпиаенвое дифферевцивпьвое уравнение 

(б) 

которое nопучается из уравнении (4) дли спучвя малых переме­

щениР. 

Ддя снучар малых переме~ений,когдв с жостаточноА точ­

ностью мо:и11о считuтъ, Ч'l'о ds ~dx и в первом приблnениw 

з li<l чtиие криiJизвы считать ра BHLIJI 
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,а 

аосже подстаковки в уравнение (6) и интеrрировавии еrо,по­

nучо выра•евие для кривизны ynpyroA nинии 

~-п -J Е~2 [i-~(-A;J)dж+C 
Проииоrегрировав еще рвз,11айдем выраzение ;JgU~ yrna пово-

р0!8 

~ иаионец, проинtеrрировав tpeтal раз ввхо~м выраже­

ние ;ав проrиба 

Yf.c>·Jdx Jax J E~2 [l-r(8 Y]dx+j-Cx2+1}т+B 
Проиаволыше постоянные С f) В опредв-

ЛПDtоя из rроиичиых усnов1й задачи • 
В рабооrе рассмотрено определение переuещениl прибnИI:ев­

внм способом ~в 

- иовсоли,нвгруzенной сосредоtоченноl сапой на конце 

- коисоли весущей сплошную равномерно распредежеввуа 

ВВГРУЭХJ ВИtеНСИВНОСТЬЮ 9 
- просоrой балки негруженной силой р в JUОбом се-

чсвии • 
Переходп в оценке способов определс:юrn переlющений необ­

ходимо ЗВМ!I'l'И'fЬ,Ч!О HEJCUOTpЯ 118 БСIО ПрИВ1!81t1ТЕiЛЬНОСТЪ r.олуче­

НUЯ '!очного Зliаченпя перsмеt;!ений ,чис.пенное интегрирование 

дифферакциального уравнения (4) чреs.11ьrча~но 'rPYJIOeмao 8 эт.1, 
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уоповиях приuенениа прибликеиных методов решения дифферевци­

аnьно~о уравнения изогну~ой оси с учетом физической и rеоме~ 

рической нелинеЯностей или его упрощение fовершенно необходи­

мо 

Как показали теоретические исслвдо•ания,проведенные в 

работе над конкретными задачами, энергетичесnий и прибпиаев­

внl способ дают высокую точность при uanыx переuещввиях,коr~ 

влияние геометрической нелинеИности не велико • 

Реэупьтаrы,попученные по формулак энергетического в приб­

JаИJЕенноrо способов, отличаю'!'ся от точшg: значвиий,получtн.н••ж е 

поuощью ЭЦВМ, в пределах I-!,2 % .В области уuАnенно-бопь.их 
перемещвний,иогда угол nо~орота составпяет nримерно 0,3 Jди­

ава прибликеиные способы дают точность юколо 5 ~ • 

Кроме теоретичесi=их исмедо:ваний точности OПP81818BII 

переuещвний при иаrибе нелинейно-упругих стерzпеl при~аеввн­

uи способами (переuенного uвсштаба,знерге'l'ичесиоrо и nриб18-

zениоrо), проведе на и зхспериuеJIТальиая проверна поп.rченныz 

теореtическиu путем формул для определенин nрогибов • JГJIOI 

nоворота 

В таблице ~ 3 приведеиы теоретические и зксnерименtавъ~ 

пые данные о прогибе и угле nоворота на конце ковсоn1 ваrру­

zеиной сосредоточенной силой J> при различных ее вкаче-

ниях. 

Рвакеры консоли и ее nругие харак!еристики npiDIJeКW 

выwе ( см. описание главы Ш ) • 
в таблице ~ 3 танzе при~едеиы отношения переuе~ениl lw­

численных теоретическиu nyтeu по приблииенныu формувам и n~лу­

ченнwс 11з onr.;TJ," :зн<Jчe~IИii'ol переuещений получонным по то•1ныи 

формулаh'. 
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Та~вца 1! 3 

Эверге'l'ическиИ МетоА ne~eu:eнr.oгo uас•таба Опытвое зва- Точное ре•е-На груз- и приближенный 
ка способы I-n сnособ 2-И способ Ч6Blt8 нио на эцви 

р кr oL..paa У сп oL.paa У сп оL.рад lJcn ~рад Чс" оl..рад Yt::n 

2,24 O,II6 7,3! 0,!!6 7,31 O,II6 7,32 O,II4 7,30 O,II5 7,25 
n* I 008 !.008 I 008 I 008 1~008 !_.009 0_._988 1. оrл r.o I,O 

4,24 0,220 !3,90 0,221 !3,95 0,222 13,88 0,219 13,60 0,217 !3,60 
11"' !,0!3 !,02~ 1.0!8 1.025 I.023 1.020 1.0II I.OCO 1,0 I.O ~ 

6,24 0,327 20,68 0,32? 20,?9 0,330 20,4 1~ 0,325 20,45 0,315 !9,?2 
n" I 038 I 048 1 038 IL054 I. Ol•? I 036 !_._031 !.03? I,O r.o 1 

8,24 0,43? 'Z/,68 0,43? 'Z/,93 0,443 'Zl,OO 0,430 'Z/,65 0,410 25,54 
n• !.066 1.084 1.066 !.094 !.080 !.05? 1.049 1.082 I.O I.O _ 

il n - отношение величин, полученных по nрибпиженныu: 
формупаu: и из опыта к точному решению 
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Из анализа таблицы~ 3 вытеиает,что все приб~Иiеввне 
способы имеют одинаковую стеnень точности при uалых первме­

щениях • 
При умеренно-больших первмещениях точность перr ~о спо­

соба uetoдa перемениого масштаба несколько НИJе вtорого спо­

соба,а такzе вое точности энергетичесного и приб.иаенноrо 

способов.Вычисленвые по формулам величины первмещений ~ромо 

по~~ерадаются опытными данными 

В эаКDчение укажем, что из приведеиного анаnвза· cneдyet, 

Ч!О nре~очtвtепъиее при определении первмещений п~А~зова•ъси 

зверrе'fичесnм и прм6Jiuенным Cllocoбauи, которне зввчи'!'ельво 

J11po.., расчеs по cpaJJ&eUIO с другими uвтоm~ми и да. впоJIВе 

удовае'!ворвт4ЖЬВJD tочкосtъ ~ прах~ических цеnей о 

В чe'fвeprol f18!8 'fiRI8 аож,учевн форкуnы ~ опредеяе-

аu BOPIIIJIЪННX /3 11 В8C8'f8JIЪJIП '[ В8Пр08888 

при аэr868 веnивеАио-JПРJГИХ ствр.ввеl,а амевво 

б•б.- (1++6~) I'M б11•~ 

f,. b~z [s,·~ s~J 
а s,-f yi.dF 

Fomc 

r• i\ .. -'~9;, .. 
(l•-1.3) 

V - paccoroЯJПie O'f веАтральвоl оси ~о во.11окна где 

oape.J(I...,CR &Jnрuения , 
~ оtсечеввая площадь по~~ечного сечвиня о 

В nятafl r.:I8_1! дано о6о~и;ение метода cИJI ва вел1шейно 

упругае стержве.вые сv.с-ге~Ш ( р::1ш ) 
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Дnя оnределения лишних неиэвестных в статмчески неопреде­

~икых системах с неполатливыки опораuи использована уравнение 

(i'"f.2, ... ,n) 

(rде - ~ишние неиэDестные~ 

ва основе которого nолучены каноюtчесifие уравнения ~tетода CQ 

статически веопределиuнх,физичесии непинеnных сиетек • 
Дия систекы л -раз статически неопределикой.канони-

ческие уравнения записываются в следующек виде 

L dл,Х/Ол2Х; · .. +Jлn Xn= 3CEJ2)3 J (~ MtXL+L:MpYflп dт 
. l 

Очеюидно,что при r=O ,nonyчиu сиетеку канонических 

ураввев~R uетода сип ~я линейной эв:висиuости между сиивuи и 

переuещеиuо • 
КоЗИициевtы при лишних неиэ,ljестных ( Оi.к) в свобо~ые 

чжевы ( D.tP) Jlевой части систеКЬI канонических уравневиl 

опредеJ~ИЮтся обычпыuи uетодаuи линейной теории сопротивлении 

uатериа~о:в • 

В силу привятой эа:висиuости между иаприиениики и дефор­

циякв,систеuв канонических уравнений всегда будет системой 

веиивеlиых впrебраических· ура:внсиий,порядок которой равен 

!))811 • 
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~я ремевия системы ~~инейных вжrебравчесиl% ураввев•l 

в работе приuенен втерациов~ метод Нъюtова • 
В качестве примера применения ханоническп ураввевиl кв­

то~ сви AIR физически нежинеlных систем рассмо~рена ~~~ 
с!Втвческв веопредепи:uая рака • 

Расчет рама производ-ился при раз~ичных параметрах не­

пинеllиости,разпичвых наrрузках и различных поперечип равме­

рвх сечений апемеитов рамы • 
Сиотемв уравнений решв~сь на ЭЦВU nYpan-3". 

Как показали расчеты,знвчения пимних неивввствнх Х, в 

)(2~ фваичесии вехинеЯиых свстеu,знвчитепьио отжичаюrL~ ~' 
ЭВ&ЧеВВI Х 1 И Х2 ДПЯ JIИВ6ЙВО-упруrих CJIC"'IU • 

В ЗaJIICИIIOCTИ ОТ характера ВеJIИН6ЙНОСТИ (aec!ROB 1'111 IIВI'­

B8Я ) в взrвбиой аесткости зпеuевтов рассuатриввеuоl рвvн аtв 

разница достиrает больших размерuв 

Значитеlьное отпичве имеDТ 8 нормальные иеживеlвне вапрн­
аевия от ворuвпьвкх вапряаон8й,возвиивю•их в тех ае точках JI8-

вейвнх сис'lем • 
В табжкце 4 рриведевы данные отиичия значений иепвнеАВНХ 

JIDBИX R813JI8C!BНX ( х, 8 х 2. ) 8 Ве.IИНВ ЙВНХ ROpiiВJIЬRIIIЖ R8П-

P818Bal в ~ фабровых точках А ( зв•емиен) • д ( под 

cuol) 1 ааJисимостJI от вепичивы ~ от иинеАваа ( 6"=0) 
В пятой .е r~ве произведено опреде.1епие реакций выэыва~­

мых сме•евием опорных точекдля бапои с различными способами 

закреппения концов • 
Приведенк прм•ерu опре~певия реакциЯ вызываеuых внешними 

магруэиаuи в сtвtuческв ffeonpeдe.nИIIblX однопролетных бал квх • 
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tь~8 Uяrкая пел~иейностъ Jестквя неливейнос•ц 

Отличие в% _Отличие в_i_ l 

с~ 111i.Л mo.x ffi(Л т ах 
х~ 

х, -II -38,5 +li,? +25 

Х2 - 4 -!1,2 + 7 +Il 
GA о + 3 -10 -15 
Gn - 5 -II + 7 +23 

Зивн минус - uеньш~ линейных значении , 
знак плюс - больше пинейвых значений • 

Попучены уравнения для определения лишних веиэвестных,а 

_.в спучав uanыx первмещений получены формулы для определе­

нии nвшивх неизвестных в первом приближении 

В а а к n ю ч е н и и перечислены основные резуль-

'!8'fbl 

.IJв работе дано решение нелинейного дифференциапьноrо 

ураввевu, описывающего изгиб тонюа: стериней из пинейно-уп­

руrвх кв~риалов (rеометрическвн нелинейность) методом пере­

менвоr~ масштаба • 
Поr.учевы условия.Прв выполнении которых вводимне заме­

вы мето~ перемениого мАсштаба обращают нелинейнов дифференци­

рованное уравнение в nвнейное ура11нение • 
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Попучены рабочие формулы ~я оnредвпенмя переме.-вll 

для ряда эадач с rеомеtрическ~~ вепинейносt~е. 

lаиа оцевиа npeдeJI811 ПРИ118НИ110СtИ f ~ооча: фOpllfJJt ,РОМ­

дева их экспериuвпtапьная nроверкs • 

2.Попучево прибпиzенное ~еренQМSnьное JPIIItBif 88-

rвбв вепввейио-уnруrвх ctepsseй • 
Рsэрsбоtано два сnособа ре•ения ввливейиых диффе~ .щв­

sпъвкж Jр&lневий ltOporo nорядиа,оnисывающих иэrи~ непивейно­
JПРJrих ctepaвel ( физическая нелииейность) методом nоремев­
воrо uac•ta«'' • 

ПQИJЧIВW рабочие формулы для оnределения "времещенвl дпя 

восьми эадач азrиба нелинейно-уnругих стерzней • 

Прове~иа экспериментальная проварка nолученных uабочих 

ФOPIIJJI • 
3.~ оценки точности рабочих формуп метода nеремениого 

МВС8tаба произведено решение точного неливейного дифферевцr. 

е~ъиоrо уравнения второго порядка,описывающего изгиб вепввей­

во-,."rиr стержней с исnользованием ЭЦВU wYpan-3". 
•.Разработан и исследован энергетический способ onveдe~e­

... веремвщеиий nри изгибе нелинейно-уnругиХ стерzнеl. 
Попучена функция дополнительноЯ работы АПИ нелиьuйной 

8818Сnмости между наnряжениями и деформациями • 
5.Разработав и исследовав nриблиzенный сnосо.б оnредел13-

88Я первмещений при изгибе неливейно уnругих стерzней.На кон­

кретных nримерах nоказано его примоненив • 
Иа Qснове nроведеиных исследован~N приближенный сnособ 

рекомендуется в Itачестве основного при оnрsделении nepeYfiii\P.f!ИЙ 
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ваr•бв бв~ок,материаж которых не следует закону Гука (физи­

~сиаи вевинеИвость) • 
6.Поnучевы формулы ддя определения вормапьиых и каса­

~• ..... вапряиеиий при изгибе физически непинеИных стержней. 

Проведене их оценка на основе опытных данных • 
7~ано обобщение мето~ сип на нелииейно-упругие стери­

вевые системы ( рамы ) • 
По~учеин навоиические уравнения метода сип AnR фиэичес­

•• неniВейвых,статичесии иеопредепиuых систем. 
Об•ан теория иппюстрируется рядом примерD» 

Основное содерzвние диссертации было допоиеи~иа семиваре 

во lll:x&вue Двепропетровского l!!нститута и~:;:аенеро:в :иепезнодоро:а­

воrо tр&вспорта,руководиuого чпен-корресповдентом АН УССР, 

д.т.в., профессором В.А. Лазврянам 
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