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Пусть 𝐿Δ
∞,∞(R𝑚) – пространство функций 𝑓 ∈ 𝐿∞(R𝑚) таких, что Δ𝑓 ∈

𝐿∞(R𝑚). В работе получены новые точные неравенства типа Колмогорова для
𝐿∞-норм производных Рисса 𝐷𝛼𝑓 функций 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,∞(R𝑚). Решена задача
Стечкина о приближении неограниченного оператора 𝐷𝛼 ограниченными на
классе функций 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,∞(R𝑚) таких, что ‖Δ𝑓‖∞ 6 1, а также задача о наи-
лучшем восстановлении оператора 𝐷𝛼 на элементах этого класса, заданных
с погрешностью 𝛿.
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1. Введение. Неравенства, оценивающие нормы промежуточных производных
функций одной и многих переменных через нормы самих функций и нормы про-
изводных более высокого порядка (неравенства типа Колмогорова), играют важ-
ную роль во многих областях математики и ее приложениях. Получению тако-
го рода неравенств посвящены работы многих математиков. В настоящее время
известно большое количество точных неравенств типа Колмогорова для функций
одной переменной (см., например, обзоры [1]–[3] и монографии [4]–[6]). Значительно
меньше таких результатов получено для функций многих переменных (см., напри-
мер, [7]–[13]). Отметим, что в [10] получено точное неравенство, оценивающее рав-
номерную норму производной по направлению через равномерную норму функции
и 𝐿∞-норму результата применения к функции оператора Лапласа.

Во многих вопросах анализа и его приложений возникает необходимость наряду
с производными целых порядков, рассматривать и производные дробных порядков
(см., например, [14]). Некоторые известные точные неравенства типа Колмогорова
для производных дробного порядка можно найти в работах [15]–[20], [21; гл. 2],[22].
Результаты даной работы непосредственно примыкают к результатам работ [23]
и [24].

Задача о точных неравенствах типа Колмогорова тесно связана с задачей Стечки-
на о приближении неограниченного оператора ограниченными на заданном классе
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элементов 𝑄, а также с задачей оптимального восстановления неограниченного опе-
ратора на классе 𝑄 в предположении, что элементы 𝑄 заданы с известной погреш-
ностью (см. по этому поводу [1], [2], а также [4; § 7.1]).

В данной статье мы получим новые точные неравенства, оценивающие равномер-
ную норму производной Рисса 𝐷𝛼 функций многих переменных через 𝐿∞-норму
самой функции и 𝐿∞-норму ее лапласиана, а также решим задачу наилучшего при-
ближения оператора 𝐷𝛼 на классе 𝑊Δ

∞,∞ функций 𝑓 таких, что ‖∆𝑓‖∞ 6 1 (∆ –
оператор Лапласа, понимаемый в смысле теории обобщенных функций) и задачу
оптимального восстановления оператора 𝐷𝛼 на элементах этого класса, заданных
с погрешностью.

Статья организована следующим образом. В п. 2 мы приведем необходимые опре-
деления, постановки задач и известные результаты, непосредственно примыкающие
к теме данной статьи. В п. 3 мы введем оператор 𝑈𝛼

ℎ , который впоследствии ока-
жется оператором наилучшего приближения для 𝐷𝛼, и получим оценки отклоне-
ния 𝐷𝛼𝑓 от 𝑈𝛼

ℎ 𝑓 на классе 𝑊Δ
∞,∞. В п. 4 с помощью результатов п. 3 мы получим

неравенство типа Колмогорова, оценивающее равномерную норму 𝐷𝛼𝑓 через рав-
номерную норму 𝑓 и равномерную норму ∆𝑓 , в аддитивной и мультипликативной
форме, установим точность полученных неравенств и найдем модуль непрерывно-
сти оператора 𝐷𝛼 на классе 𝑊Δ

∞,∞. Это позволит в п. 5 завершить решение задачи
Стечкина и решить задачу оптимального восстановления оператора𝐷𝛼 на заданных
с погрешностью функциях класса 𝑊Δ

∞,∞. Наконец, в п. 6 мы решим задачу Колмо-
горова о необходимых и достаточных условиях существования функции, имеющей
заданные значения ‖𝑓‖∞, ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ и ‖∆𝑓‖∞.

2. Определения, постановки задач, смежные результаты. Пусть R𝑚 (𝑚 ∈
N) – евклидово пространство точек 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), |𝑥| = (

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑥

2
𝑖 )

1/2. Через
𝐿∞(R𝑚) обозначим пространство измеримых функций 𝑓 : R𝑚 → R с конечной нор-
мой

‖𝑓‖∞ = ‖𝑓‖𝐿∞(R𝑚) = ess sup{|𝑓(𝑡)| : 𝑡 ∈ R𝑚},

а через 𝐶(R𝑚) – пространство непрерывных, ограниченных функций 𝑓 : R𝑚 → R
с нормой

‖𝑓‖𝐶 = ‖𝑓‖𝐶(R𝑚) := sup{|𝑓(𝑡)| : 𝑡 ∈ R𝑚}.

Пусть

∆ =
𝜕2

𝜕𝑥2
1

+ · · ·+ 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑚

– оператор Лапласа. Для локально интегрируемых на R𝑚 функций 𝑓 и 𝑔 будем
писать

∆𝑓 = 𝑔,

если для любой финитной бесконечно дифференцируемой функции 𝜙∫︁
R𝑚

∆𝜙(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =
∫︁

R𝑚

𝜙(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Через 𝐿Δ
∞,∞ = 𝐿Δ

∞,∞(R𝑚) обозначим совокупность функций 𝑓 ∈ 𝐿∞(R𝑚) таких,
что ∆𝑓 ∈ 𝐿∞(R𝑚). Через 𝑊Δ

∞,∞ = 𝑊Δ
∞,∞(R𝑚) обозначим класс функций из 𝐿Δ

∞,∞
таких, что ‖∆𝑓‖∞ 6 1.
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Производная Рисса порядка 𝛼 (0 < 𝛼 < 2) функции 𝑓 : R𝑚 → R определяется
равенством (см. [14; с. 367–368])

(𝐷𝛼𝑓)(𝑥) :=
1

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
R𝑚

2𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)
|𝑡|𝑚+𝛼

𝑑𝑡,

где

𝑑𝑚,2(𝛼) =
21−𝛼𝜋1+𝑚/2

sin(𝛼𝜋/2)Γ(1 + 𝛼/2)Γ((𝑚+ 𝛼)/2)

– нормирующий множитель [14; с. 373]. Отметим, что производная Рисса 𝐷𝛼 реа-
лизует [14; с. 368] дробную степень (−∆)𝛼/2 оператора Лапласа.

Для ℎ > 0 усеченной производной Рисса порядка 𝛼 ∈ (0, 2) функции 𝑓 : R𝑚 → R
называется

(𝐷𝛼
ℎ𝑓)(𝑥) :=

1
𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

2𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥− 𝑡)− 𝑓(𝑥+ 𝑡)
|𝑡|𝑚+𝛼

𝑑𝑡

(здесь и везде ниже 𝐵ℎ = {𝑥 ∈ R𝑚 : |𝑥| 6 ℎ} – шар радиуса ℎ с центром в начале
координат).

Пусть 𝑋 и 𝑌 – банаховы пространства, 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 – оператор (не обязательно
линейный) с областью определения 𝐷𝐴 ⊂ 𝑋, 𝑄 ⊂ 𝐷𝐴 – некоторое множество.

Функция
Ω(𝛿) = Ω(𝛿, 𝐴,𝑄) := sup

𝑓∈𝑄
‖𝑓‖𝑋6𝛿

‖𝐴𝑓‖𝑌 , 𝛿 > 0, (2.1) {eq2.1}

называется модулем непрерывности оператора 𝐴 на множестве 𝑄. Задача отыска-
ния функции Ω(𝛿) для заданных оператора 𝐴 и множества 𝑄 является абстрактной
версией задачи о неравенствах типа Колмогорова.

Через L = L (𝑋,𝑌 ) будем обозначать пространство линейных ограниченных
операторов 𝑆 : 𝑋 → 𝑌 . Для 𝑁 > 0 полагаем

𝐸𝑁 (𝐴,𝑄) = inf
𝑆∈L (𝑋,𝑌 )
‖𝑆‖6𝑁

sup
𝑓∈𝑄

‖𝐴𝑓 − 𝑆𝑓‖𝑌 . (2.2) {eq2.2}

Задача С.Б. Стечкина о наилучшем приближении оператора 𝐴 на множестве 𝑄
линейными ограниченными операторами состоит в том, чтобы при любом 𝑁 > 0
найти величину (2.2), а также указать экстремальный оператор, т.е. оператор, реа-
лизующий точную нижнюю грань в правой части (2.2). Эта задача впервые возник-
ла в исследованиях Стечкина в 1965 г. Постановка задачи, первые важные резуль-
таты и решение этой задачи для дифференциальных операторов малых порядков
представлены в [25]. Обзор дальнейших результатов и соответствующие ссылки
можно найти, например, в [1], [2].

Пусть еще
𝑙(𝛿, 𝐴,𝑄) = inf

𝑁>0
{𝐸𝑁 (𝐴,𝑄) +𝑁𝛿}.

Следующая теорема Стечкина [25] (см. также [1], [2] и [4; теорема 7.1.1]) дает про-
стую, но часто используемую и эффективную оценку снизу величины наилучше-
го приближения оператора через его модуль непрерывности и устанавливает связь
между задачей Стечкина и задачей о точных неравенствах типа Колмогорова.
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Теорема A. Если 𝐴 – однородный (в частности, линейный) оператор, 𝑄 – цен-
трально-симметричное выпуклое множество из области определения операто-
ра 𝐴, то выполняются неравенства

𝐸𝑁 (𝐴,𝑄) > sup
𝛿>0

{Ω(𝛿, 𝐴,𝑄)−𝑁𝛿} = sup
𝑓∈𝑄

{‖𝐴𝑓‖𝑌 −𝑁‖𝑓‖𝑋}, 𝑁 > 0, (2.3) {eq2.3}

Ω(𝛿, 𝐴,𝑄) 6 𝑙(𝛿, 𝐴,𝑄), 𝛿 > 0. (2.4) {eq2.4}

Если при этом существует элемент 𝑓 ∈ 𝑄 и линейный ограниченный оператор 𝑇
такие, что

‖𝐴𝑓‖𝑌 = sup
𝑓∈𝑄

‖𝐴𝑓 − 𝑇𝑓‖𝑌 + ‖𝑇‖ · ‖𝑓‖𝑋 , (2.5) {eq2.5}

то справедливы равенства
Ω(‖𝑓‖𝑋 , 𝐴,𝑄) = ‖𝐴𝑓‖𝑌 ,

𝐸‖𝑇‖(𝐴,𝑄) = sup
𝑓∈𝑄

‖𝐴𝑓 − 𝑇𝑓‖𝑌 = ‖𝐴𝑓‖𝑌 − ‖𝑇‖ · ‖𝑓‖𝑋

и, следовательно, оператор 𝑇 является экстремальным в задаче (2.2) при 𝑁 =
‖𝑇‖, а элемент 𝑓 в задаче (2.1) при 𝛿 = ‖𝑓‖𝑋 .

Многие задачи численного анализа, теории функций и других разделов матема-
тики являются некорректными задачами восстановления оператора 𝐴 на элементах
класса 𝑄 ⊂ 𝐷(𝐴) в предположении, что элементы класса 𝑄 заданы с известной
погрешностью. Восстановление осуществляется с помощью некоторого множества
отображений R = R(𝑋,𝑌 ) ⊂ O(𝑋,𝑌 ), где O = O(𝑋,𝑌 ) – совокупность всех отоб-
ражений, действующих из 𝑋 в 𝑌 .

Для числа 𝛿 > 0 и оператора 𝑇 ∈ R(𝑋,𝑌 ) положим

E𝛿(R;𝐴,𝑄) = inf
𝑇∈R

sup
𝑓∈𝑄,𝜂∈𝑋,
‖𝑓−𝜂‖𝑋6𝛿

‖𝐴𝑓 − 𝑇𝜂‖𝑌 . (2.6) {eq2.6}

Задача оптимального восстановления оператора 𝐴 c помощью множества отоб-
ражений (методов восстановления) R на элементах класса 𝑄, заданных с погреш-
ностью 𝛿, состоит в том, чтобы найти величину (2.6) и указать оптимальный (т.е.
реализующий точную нижнюю грань в (2.6)) метод восстановления.

Связь задачи (2.6) с неравенствами типа Колмогорова, с одной стороны, и задачей
приближения неограниченных операторов ограниченными, с другой, дается следу-
ющей теоремой (см. [25], а также [1], [2] и [4; теорема 7.1.2]).

Теорема B. Если 𝑄 – уравновешенное множество и 𝐴 – однородный оператор,
то

Ω(𝛿, 𝐴,𝑄) 6 E𝛿(O;𝐴,𝑄) 6 E𝛿(L ;𝐴,𝑄) 6 𝑙(𝛿, 𝐴,𝑄).

Если при этом существует элемент 𝑓 ∈ 𝑄 и оператор 𝑇 ∈ L (𝑋,𝑌 ) со свой-
ством (2.5), то

‖𝐴𝑓‖𝑌 = Ω(𝛿, 𝐴,𝑄) = E𝛿(O;𝐴,𝑄) = E𝛿(L ;𝐴,𝑄), 𝛿 = ‖𝑓‖𝑋 ,

и для соответствующего 𝛿 оператор 𝑇 является оптимальным.
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Мы будем рассматривать сформулированные задачи в случае, когда𝑋 =𝐿∞(R𝑚),
𝑌 = 𝐿∞(R𝑚), 𝐴 = 𝐷𝛼 и 𝑄 = 𝑊Δ

∞,∞. При этом для решения задачи отыскания
модуля непрерывности Ω(𝛿,𝐷𝛼,𝑊Δ

∞,∞) мы ниже получим неулучшаемые неравен-
ства типа Колмогорова, оценивающие ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ через ‖𝑓‖∞ и ‖∆𝑓‖∞ для функции
𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,∞ в аддитивной и мультипликативной форме.

3. Оценка сверху нормы оператора 𝑈𝛼
ℎ и его уклонения от 𝐷𝛼. Пусть

ℎ > 0. Через 𝐺ℎ(𝑥, 𝑦) будем обозначать функцию Грина шара 𝐵ℎ (см., [26; c. 265]),
т.е. для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵ℎ, 𝑥 ̸= 𝑦, в случае 𝑚 > 3

𝐺ℎ(𝑥, 𝑦) =
1

𝜎𝑚−1(𝑚− 2)

(︂
1

|𝑥− 𝑦|𝑚−2
− ℎ𝑚−2|𝑦|𝑚−2

|𝑥|𝑦|2 − ℎ2𝑦|𝑚−2

)︂
,

и в случае 𝑚 = 2

𝐺ℎ(𝑥, 𝑦) =
1
2𝜋

ln
⃒⃒⃒⃒
ℎ2 − 𝑥𝑦

ℎ(𝑥− 𝑦)

⃒⃒⃒⃒
(здесь и везде ниже 𝜎𝑚−1 – площадь поверхности единичной сферы 𝑆𝑚−1 простран-
ства R𝑚).

Для 𝜌 ∈ (0, ℎ] положим

𝐺ℎ(𝜌) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝜎𝑚−1(𝑚− 2)

(︂
1

𝜌𝑚−2
− 1
ℎ𝑚−2

)︂
, 𝑚 > 3,

1
2𝜋

ln
ℎ

𝜌
, 𝑚 = 2.

Отетим, что для 𝑦 ∈ 𝐵ℎ, 𝑦 ̸= 0

𝐺ℎ(0, 𝑦) = 𝐺ℎ(|𝑦|).

Усреднением функции 𝑓 в точке 𝑥 по сфере радиуса ℎ назовем величину

̃︀𝑓(𝑥, ℎ) =
1

𝜎𝑚−1

∫︁
𝑆𝑚−1

𝑓(𝑥+ ℎ𝑦) 𝑑𝑠𝑦

(𝑑𝑠𝑦 – элемент площади поверхности сферы 𝑆𝑚−1).
Известно(см., например, [26; c. 289]), что для любой дважды непрерывно диффе-

ренцируемой функции 𝑓 справедливо представление

𝑓(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥, ℎ) +
∫︁

𝐵ℎ

𝐺ℎ(𝑥, 𝑦)(−∆𝑓(𝑦)) 𝑑𝑦. (3.1) {eq3.1}

Применяя представление (3.1) к функции 𝑓(𝑧±𝑥) (при фиксированном 𝑥) и полагая
затем 𝑧 = 0, получим

𝑓(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥, ℎ) +
∫︁

𝐵ℎ

𝐺ℎ(0, 𝑦)(−∆𝑓(𝑥± 𝑦)) 𝑑𝑦.

Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,∞ и любой финитной бесконечно дифференцируемой

функции 𝜙 будем иметь∫︁
R𝑚

𝜙(𝑥)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =
∫︁

R𝑚

𝑓(𝑥)
[︂̃︀𝜙(𝑥, ℎ) +

∫︁
𝐵ℎ

𝐺ℎ(0, 𝑦)(−∆𝜙(𝑥∓ 𝑦)) 𝑑𝑦
]︂
𝑑𝑥

=
∫︁

R𝑚

𝜙(𝑥)
[︂ ̃︀𝑓(𝑥, ℎ) +

∫︁
𝐵ℎ

𝐺ℎ(0, 𝑦)(−∆𝑓(𝑥± 𝑦)) 𝑑𝑦
]︂
𝑑𝑥.
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Таким образом, для 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,∞ и почти всех 𝑥 ∈ R𝑚

𝑓(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥, ℎ) +
∫︁

𝐵ℎ

𝐺ℎ(|𝑦|)(−∆𝑓(𝑥± 𝑦)) 𝑑𝑦. (3.2) {eq3.2}

Введем также следующую функцию:

𝐹ℎ(𝑡) =
∫︁ ℎ

𝑡

𝐺𝜌(𝑡)
𝑑𝜌

𝜌𝛼+1
, 𝑡 ∈ [0, ℎ].

Нетрудно видеть, что для функций 𝐺ℎ(|𝑦|) и 𝐹ℎ(|𝑦|) имеют место следующие соот-
ношения:

𝐺ℎ(|𝑦|) = ℎ2−𝑚𝐺1

(︂
|𝑦|
ℎ

)︂
(3.3) {eq3.3}

и
𝐹ℎ(|𝑦|) = ℎ2−𝛼−𝑚𝐹1

(︂
|𝑦|
ℎ

)︂
. (3.4) {eq3.4}

Для заданного ℎ > 0 рассмотрим оператор

𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥) = 𝐷𝛼

ℎ𝑓(𝑥) +
2𝑐ℎ𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
(𝑓(𝑥)− ̃︀𝑓(𝑥, ℎ)),

где

𝑐ℎ =
𝐹ℎ(ℎ/ 𝑚

√
2)

𝐺ℎ(ℎ/ 𝑚
√

2)
= ℎ−𝛼 𝐹1(1/

𝑚
√

2)
𝐺1(1/

𝑚
√

2)
= ℎ−𝛼𝑐1. (3.5) {eq3.5}

Покажем, что 𝑈𝛼
ℎ – ограниченный оператор, действующий из 𝐿∞(R𝑚) в 𝐿∞(R𝑚),

и найдем его норму.
Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿∞(R𝑚) и ℎ > 0

‖𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞ =

1
𝑑𝑚,2(𝛼)

⃦⃦⃦⃦∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

2𝑓( · )− 𝑓( · + 𝑡)− 𝑓( · − 𝑡)
|𝑡|𝑚+𝛼

𝑑𝑡

+ 2𝑐ℎ𝜎𝑚−1(𝑓( · )− ̃︀𝑓( · , ℎ))
⃦⃦⃦⃦
∞

6
4‖𝑓‖∞
𝑑𝑚,2(𝛼)

{︂∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

𝑑𝑡

|𝑡|𝑚+𝛼
+ 𝑐ℎ𝜎𝑚−1

}︂
=

4‖𝑓‖∞𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
ℎ−𝛼

𝛼
+ 𝑐ℎ

)︂
,

так что

‖𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞ 6

4‖𝑓‖∞𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
ℎ−𝛼

𝛼
+ 𝑐ℎ

)︂
=

4‖𝑓‖∞𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
ℎ−𝛼

(︂
1
𝛼

+ 𝑐1

)︂
. (3.6) {eq3.6}

Последнее выражение нам будет удобно записать с использованием следующей фу-
нкции, которая в рассматриваемых задачах является многомерным аналогом эйле-
рова идеального сплайна второго порядка (см., например, [4; стр. 66–69]).

Пусть для 𝜌 > 0 и 𝛿 = 𝑚
√

2

𝜓(𝜌) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2𝑚

(︂
𝜌2 − 1

𝛿2
− 𝜎𝑚−1𝐺1

(︂
1
𝛿

)︂
+

1
2

)︂
, 0 6 𝜌 6

1
𝛿
,

1
2𝑚

(︂
−𝜌2 − 2𝜎𝑚−1𝐺1(𝜌) +

1
𝛿2

+ 𝜎𝑚−1𝐺1

(︂
1
𝛿

)︂
+

1
2

)︂
,

1
𝛿
< 𝜌 6 1,

𝜓(1), 𝜌 > 1.

(3.7) {eq3.7}
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Для ℎ > 0 и 𝑥 ∈ R𝑚 положим

𝜙ℎ,2(𝑥) = ℎ−2𝜓(ℎ|𝑥|). (3.8) {eq3.8}

Функция 𝜙ℎ,2(𝑥) очевидно непрерывна и ограничена на R𝑚.
Пользуясь представлением оператора Лапласа для радиальных функций 𝜙(𝜌),

∆𝜙(𝜌) = 𝜙′′(𝜌) +
𝑚− 1
𝜌

𝜙′(𝜌),

нетрудно проверить, что 𝜙ℎ,2 ∈𝑊Δ
∞,∞ и при этом

∆𝜙ℎ,2(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1, |𝑥| < ℎ

𝛿
,

−1,
ℎ

𝛿
< |𝑥| < ℎ,

0, |𝑥| > ℎ,

(3.9) {eq3.9}

так что
‖∆𝜙ℎ,2‖∞ = 1. (3.10) {eq3.10}

Ясно, что при любом ℎ > 0

‖𝜙ℎ,2‖∞ = ℎ−2‖𝜙1,2‖∞, (3.11) {eq3.11}

и, как нетрудно проверить,

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞ = ℎ2−𝛼‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞. (3.12) {eq3.12}

Отметим также, что представление (3.2) для функции 𝜙ℎ,2 имеет место в каждой
точке 𝑥 ∈ R𝑚.

Для любого ℎ > 0 справедлива оценка

‖𝑈𝛼
ℎ 𝜙ℎ,2‖∞ > |𝑈𝛼

ℎ 𝜙ℎ,2(0)|

=
1

𝑑𝑚,2(𝛼)

⃒⃒⃒⃒∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

2𝜙ℎ,2(0)− 2𝜙ℎ,2(𝑦)
|𝑦|𝑚+𝛼

𝑑𝑦 + 2𝑐ℎ𝜎𝑚−1(𝜙ℎ,2(0)− ̃︀𝜙ℎ,2(0))
⃒⃒⃒⃒

=
4‖𝜙ℎ,2‖∞
𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂∫︁
R𝑚∖𝐵ℎ

𝑑𝑦

|𝑦|𝑚+𝛼
+ 4𝑐ℎ𝜎𝑚−1

)︂
=

4‖𝜙ℎ,2‖∞𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
ℎ−𝛼

(︂
1
𝛼

+ 𝑐1

)︂
.

Таким образом, с учетом (3.6) и (3.11) получаем, что для функции 𝜙ℎ,2 имеет место
равенство

‖𝑈𝛼
ℎ 𝜙ℎ,2‖∞ = |𝑈𝛼

ℎ 𝜙ℎ,2(0)| = 4‖𝜙1,2‖∞𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
ℎ−2−𝛼

(︂
1
𝛼

+ 𝑐1

)︂
= ℎ−2−𝛼‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞.

(3.13) {eq3.13}
Ввиду соотношений (3.6) и (3.13) видим, что справедлива
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Лемма 1. Пусть ℎ > 0 и 𝛼 ∈ (0, 2). Тогда

‖𝑈𝛼
ℎ ‖ =

4𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)

(︂
ℎ−𝛼

𝛼
+ 𝑐ℎ

)︂
=
‖𝑈𝛼

ℎ 𝜙ℎ,2‖∞
‖𝜙ℎ,2‖∞

= ℎ−𝛼 ‖𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞

.

Теперь для функций 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,∞ мы получим оценку величины ‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼

ℎ 𝑓‖∞.
Прежде всего покажем, что для 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,∞ при почти всех 𝑥 ∈ R𝑚 имеет место
представление

𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥) =

2
𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

(−∆𝑓(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦. (3.14) {eq3.14}

Как легко видеть, для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,∞ и любой финитной бесконечно

дифференцируемой функции 𝜙∫︁
R𝑚

𝜙(𝑥)(𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑚

𝑓(𝑥)(𝐷𝛼𝜙(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝜙(𝑥)) 𝑑𝑥. (3.15) {eq3.15}

Используя определения 𝐷𝛼𝜙 и 𝑈𝛼
ℎ 𝜙 и переходя к полярным координатам, полу-

чаем

𝑑𝑚,2(𝛼)(𝐷𝛼𝜙(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝜙(𝑥))

=
∫︁

𝐵ℎ

2𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥+ 𝑦)− 𝜙(𝑥− 𝑦)
|𝑦|𝑚+𝛼

𝑑𝑦 − 2𝑐ℎ𝜎𝑚−1(𝜙(𝑥)− ̃︀𝜙(𝑥, ℎ))

=
∫︁

𝑆𝑚−1
𝑑𝑠𝑦

∫︁ ℎ

0

2𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥+ 𝜌𝑦)− 𝜙(𝑥− 𝜌𝑦)
𝜌𝛼+1

𝑑𝜌− 2𝑐ℎ𝜎𝑚−1(𝜙(𝑥)− ̃︀𝜙(𝑥, ℎ))

= 2
∫︁

𝑆𝑚−1
𝑑𝑠𝑦

∫︁ ℎ

0

𝜙(𝑥)− 𝜙(𝑥+ 𝜌𝑦)
𝜌𝛼+1

𝑑𝜌− 2𝑐ℎ𝜎𝑚−1(𝜙(𝑥)− ̃︀𝜙(𝑥, ℎ))

= 2
∫︁ ℎ

0

𝜎𝑚−1(𝜙(𝑥)− ̃︀𝜙(𝑥, 𝜌))
𝑑𝜌

𝜌𝛼+1
− 2𝑐ℎ𝜎𝑚−1(𝜙(𝑥)− ̃︀𝜙(𝑥, ℎ)).

Учитывая представление (3.1), приходим к равенствам

𝑑𝑚,2(𝛼)(𝐷𝛼𝜙(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝜙(𝑥))

= 2
∫︁ ℎ

0

𝑑𝜌

𝜌𝛼+1

∫︁
𝐵𝜌

𝐺𝜌(|𝑦|)(−∆𝜙(𝑥+ 𝑦)) 𝑑𝑦 − 2𝑐ℎ
∫︁

𝐵ℎ

(−∆𝜙(𝑥+ 𝑦))𝐺ℎ(|𝑦|) 𝑑𝑦

= 2
∫︁

𝐵ℎ

(−∆𝜙(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦,

т.е.

𝐷𝛼𝜙(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝜙(𝑥) =

2
𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

(−∆𝜙(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦. (3.16) {eq3.16}

Подставляя (3.16) в (3.15) и меняя порядок интегрирования, получим∫︁
R𝑚

𝜙(𝑥)(𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
R𝑚

𝑓(𝑥)
∫︁

𝐵ℎ

(−∆𝜙(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦 𝑑𝑥

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
R𝑚

𝜙(𝑥)
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

(−∆𝑓(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦 𝑑𝑥.
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Отсюда следует, что для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,∞ при почти всех 𝑥 ∈ R𝑚 имеет

место равенство (3.14).
Используя (3.14), получим, что для почти всех 𝑥 ∈ R𝑚

|𝐷𝛼𝑓(𝑥)− 𝑈𝛼
ℎ 𝑓(𝑥)| 6 2

𝑑𝑚,2(𝛼)
‖∆𝑓‖∞

∫︁
𝐵ℎ

|𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)| 𝑑𝑦. (3.17) {eq3.17}

Отметим, что при выводе соотношения (3.16) бесконечная дифференцируемость
функции 𝜙 была несущественной. В действительности использовалось только то
обстоятельство, что для таких функций представление (3.2) имело место в каждой
точке 𝑥 ∈ R𝑚. Поэтому, учитывая замечание, сделанное после вывода (3.2), заклю-
чаем, что для функции 𝜙ℎ,2 при всех 𝑥 ∈ R𝑚 справедливо равенство

𝐷𝛼𝜙ℎ,2(𝑥)−𝑈𝛼
ℎ 𝜙ℎ,2(𝑥) =

2
𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

(−∆𝜙ℎ,2(𝑥+ 𝑦))(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)) 𝑑𝑦. (3.18) {eq3.18}

Учитывая (3.9), а также определения функций 𝐺ℎ(|𝑦|), 𝐹ℎ(|𝑦|) и константы 𝑐ℎ,
нетрудно проверить, что почти всюду

∆𝜙ℎ,2(𝑥) = sgn(𝐹ℎ(|𝑥|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑥|)) (3.19) {eq3.19}

(константа 𝑐ℎ в определении оператора 𝑈𝛼
ℎ как раз и была выбрана так, чтобы (3.19)

имело место). Поэтому для функции 𝜙ℎ,2 с учетом (3.18) получим

|𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼
ℎ 𝜙ℎ,2(0)| = 2

𝑑𝑚,2(𝛼)

∫︁
𝐵ℎ

|𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)| 𝑑𝑦. (3.20) {eq3.20}

Сопоставляя (3.17) и (3.20), видим, что справедлива

Лемма 2. Пусть 0 < 𝛼 < 2. Тогда для любого ℎ > 0 и для любой функции
𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,∞

‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞ 6 ℎ2−𝛼‖∆𝑓‖∞|𝐷𝛼𝜙1,2(0)− 𝑈𝛼

1 𝜙1,2(0)|.

Из лемм 1 и 2 следует

Лемма 3. Пусть 0 < 𝛼 < 2 и

ℎ𝑁 =
(︂
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞𝑁

)︂1/𝛼

для 𝑁 > 0. Тогда ‖𝑈𝛼
ℎ𝑁
‖ = 𝑁 и

𝐸𝑁 (𝐷𝛼,𝑊Δ
∞,∞) 6 sup

𝑓∈𝑊Δ
∞,∞

‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ𝑁
𝑓‖∞ = ℎ2−𝛼

𝑁 |𝐷𝛼𝜙1,2(0)− 𝑈𝛼
1 𝜙1,2(0)|

= 𝑁1−2/𝛼

(︂
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞

)︂2/𝛼−1

|𝐷𝛼𝜙1,2(0)− 𝑈𝛼
1 𝜙1,2(0)|.
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4. Неравенства типа Колмогорова. Из лемм 1 и 2 для 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,∞ и 0 < 𝛼 < 2

следует, что при любом ℎ > 0

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ 6 ‖𝐷𝛼𝑓 − 𝑈𝛼
ℎ 𝑓‖∞ + ‖𝑈𝛼

ℎ 𝑓‖∞

6 |𝐷𝛼𝜙1,2(0)− 𝑈𝛼
1 𝜙1,2(0)|‖∆𝑓‖∞ℎ2−𝛼 +

‖𝑈𝛼
1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞

‖𝑓‖∞ℎ−𝛼. (4.1) {eq4.1}

Покажем, что при любом ℎ > 0 неравенство (4.1) обращается в равенство для
функции 𝑓(𝑡) = 𝜙ℎ,2(𝑡).

Для этого, прежде всего, покажем, что функция𝐷𝛼𝜙ℎ,2(𝑥) непрерывна при 𝑥 = 0.
Для 𝛿 ∈ R𝑚 определим множество Ωℎ,𝛿 следующим образом:

Ωℎ,𝛿 = 𝐵ℎ ∩ supp(∆𝜙ℎ,2(𝑦)−∆𝜙ℎ,2(𝑦 + 𝛿)).

Ясно, что mes Ωℎ,𝛿 → 0 при 𝛿 → 0. Для 𝛿 ∈ R𝑚 имеем с учетом (3.19)

|(𝐷𝛼 − 𝑈𝛼
ℎ )(𝜙ℎ,2(0)− 𝜙ℎ,2(𝛿))|

=
2

𝑑𝑚,2(𝛼)

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝐵ℎ

(𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|))(∆𝜙ℎ,2(𝑦)−∆𝜙ℎ,2(𝑦 + 𝛿)) 𝑑𝑦
⃒⃒⃒⃒

6
∫︁

Ωℎ,𝛿

|𝐹ℎ(|𝑦|)− 𝑐ℎ𝐺ℎ(|𝑦|)| 𝑑𝑦.

Так как последний интеграл стремится к нулю при 𝛿 → 0, функция (𝐷𝛼−𝐷𝛼
ℎ )𝜙ℎ,2(𝑥)

непрерывна в точке 0. Ясно также, что функция 𝑈𝛼
ℎ 𝜙ℎ,2(𝑥) непрерывна в точке 0.

Следовательно, и 𝐷𝛼𝜙ℎ,2(𝑥) непрерывна в точке 0. Поэтому

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞ > |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)| = |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼
ℎ 𝜙ℎ,2(0) + 𝑈𝛼

ℎ 𝜙ℎ,2(0)|.

Учитывая определение функции 𝜙ℎ,2, производной 𝐷𝛼𝜙ℎ,2, оператора 𝑈𝛼
ℎ , а также

соотношения (3.19) и (3.16), нетрудно проверить, что 𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0) − 𝑈𝛼
ℎ 𝜙ℎ,2(0) < 0

и 𝑈𝛼
ℎ 𝜙ℎ,2(0) < 0. Поэтому, используя еще соотношения (3.13) и (3.12), получаем

‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞ > |𝐷𝛼𝜙ℎ,2(0)− 𝑈𝛼
ℎ 𝜙ℎ,2(0)|+ |𝑈𝛼

ℎ 𝜙ℎ,2(0)|

= ℎ2−𝛼|𝐷𝛼𝜙1,2(0)− 𝑈𝛼
ℎ 𝜙1,2(0)|+ ℎ−𝛼 ‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞

‖𝜙ℎ,2‖∞. (4.2) {eq4.2}

Таким образом, неравенство (4.1) точное, и нами доказана

Теорема 1. Пусть 0 < 𝛼 < 2. Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,∞ при каждом

ℎ > 0 имеет место точное неравенство

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ 6 ℎ2−𝛼|𝐷𝛼𝜙1,2(0)− 𝑈𝛼
1 𝜙1,2(0)| · ‖∆𝑓‖∞ + ℎ−𝛼 ‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞

· ‖𝑓‖∞. (4.3) {eq4.3}

Неравенство (4.3) обращается в равенство для функции 𝜙ℎ,2 , определенной соот-
ношениями (3.7) и (3.8).

Получим теперь мультипликативное неравенство. Пусть сначала ‖∆𝑓‖∞ = 1.
Выберем ℎ так, чтобы выполнялось

‖𝑓‖∞ = ‖𝜙ℎ,2‖∞ = ℎ−2‖𝜙1,2‖∞. (4.4) {eq4.4}
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Из (4.4) следует, что ℎ = (‖𝜙1,2‖∞/‖𝑓‖∞)1/2. Покажем, что ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ 6 ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞.
Действительно, с учетом (4.3), (4.4) и (4.2) получим

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ 6 ℎ2−𝛼|𝐷𝛼𝜙1,2(0)− 𝑈𝛼
1 𝜙1,2(0)|+ ℎ−𝛼 ‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞

· ‖𝜙ℎ,2‖∞ = ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞.

(4.5) {eq4.5}
Отсюда с учетом (3.12) получим

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ 6 ℎ𝛼−2‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞,

откуда при ℎ = (‖𝜙1,2‖∞/‖𝑓‖∞)1/2, получаем

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ 6

(︂
‖𝑓‖∞
‖𝜙1,2‖∞

)︂1−𝛼/2

. (4.6) {eq4.6}

Если 𝑓 – произвольная функция из 𝐿Δ
∞,∞, то применив неравенство (4.6) к функции

𝑓/‖∆𝑓‖∞, получим

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ 6
‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖1−𝛼/2

∞
‖∆𝑓‖𝛼/2

∞ ‖𝑓‖1−𝛼/2
∞ .

Очевидно, что последнее неравенство обращается в равенство для любой функции
вида 𝑓(𝑡) = 𝑎𝜙ℎ,2(𝑡), ℎ > 0, 𝑎 ∈ R.

Таким образом доказана

Теорема 2. Пусть 0 < 𝛼 < 2. Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿Δ
∞,∞ имеет

место точное неравенство

‖𝐷𝛼𝑓‖∞ 6
‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖1−𝛼/2

∞
‖∆𝑓‖𝛼/2

∞ ‖𝑓‖1−𝛼/2
∞ . (4.7) {eq4.7}

Неравенство (4.7) обращается в равенство для функций вида 𝑓(𝑡) = 𝑎𝜙ℎ,2(𝑡), ℎ > 0,
𝑎 ∈ R.

Из теоремы 2 вытекает

Следствие 1. В условиях теоремы 2 для всех 𝛿 > 0,

Ω(𝛿,𝐷𝛼,𝑊Δ
∞,∞) =

‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖1−𝛼/2

∞
· 𝛿1−𝛼/2. (4.8) {eq4.8}

5. Наилучшее приближение оператора 𝐷𝛼 ограниченными и оптималь-
ное восстановление этого оператора по неточно заданной информации на
классе 𝑊Δ

∞,∞. Пусть

ℎ𝑁 =
(︂
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞𝑁

)︂1/𝛼

для 𝑁 > 0. Из теоремы 1 и леммы 3 следует, что выполняется условие (2.5) теоре-
мы A с оператором 𝐷𝛼

ℎ𝑁
и функцией 𝜙ℎ,2. Таким образом, справедлива
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Теорема 3. Пусть 𝑁 > 0 и 0 < 𝛼 < 2. Тогда

𝐸𝑁 (𝐷𝛼,𝑊Δ
∞,∞) = ℎ2−𝛼

𝑁 |𝐷𝛼𝜙1,2(0)− 𝑈𝛼
1 𝜙1,2(0)|

=
(︂
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞𝑁

)︂2/𝛼−1

|𝐷𝛼𝜙1,2(0)− 𝑈𝛼
1 𝜙1,2(0)|.

При этом оператор

𝑈𝛼
ℎ𝑁
𝑓(𝑥) = 𝐷𝛼

ℎ𝑁
𝑓(𝑥)− 2𝑐ℎ𝑁

𝜎𝑚−1

𝑑𝑚,2(𝛼)
(𝑓(𝑥)− ̃︀𝑓(𝑥, ℎ𝑁 )), ℎ𝑁 =

(︂
‖𝑈𝛼

1 𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖∞𝑁

)︂1/𝛼

, (5.1) {eq5.1}

является экстремальным оператором.

Теперь, пользуясь теоремой B, можем получить значение величины оптималь-
ной погрешности восстановления оператора 𝐷𝛼 с помощью множества отображений
L (𝐶,𝐶) и O(𝐶,𝐶) на элементах класса 𝑊Δ

∞,∞, заданных с погрешностью 𝛿. Выбе-
рем ℎ из условия

‖𝜙ℎ,2‖∞ = 𝛿,

т.е. положим

ℎ =
(︂
‖𝜙1,2‖∞

𝛿

)︂1/2

.

Отметим, что функция 𝜙ℎ,2 ∈ 𝑊Δ
∞,∞. Для этой функции и оператора 𝑈𝛼

ℎ , как уже
отмечалось, выполнено условие (2.5) теоремы A, и, следовательно, в силу теоремы B

E𝛿(O, 𝐷𝛼,𝑊Δ
∞,∞) = E𝛿(L , 𝐷𝛼,𝑊Δ

∞,∞) = ‖𝐷𝛼𝜙ℎ,2‖∞ = Ω(𝛿,𝐷𝛼,𝑊Δ
∞,∞).

Таким образом, справедлива

Теорема 4. Пусть 𝑁 > 0 и 0 < 𝛼 < 2. Тогда для всех 𝛿 > 0

E𝛿(O, 𝐷𝛼,𝑊Δ
∞,∞) = E𝛿(L , 𝐷𝛼,𝑊Δ

∞,∞) =
‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖1−𝛼/2

∞
· 𝛿1−𝛼/2.

При этом оператор (5.1) является экстремальным оператором.

6. Задача Колмогорова. Неравенства для норм промежуточных производных
тесно связаны также с задачей Колмогорова о необходимых и достаточных условиях
существования функции, для которой данные числа являются точными гранями
модулей ее производных соответствующих порядков [28], [29]. Некоторые известные
результаты в этом направлении изложены, например, в [4]. Мы рассмотрим задачу
Колмогорова в следующей постановке. Пусть числа 𝑀0, 𝑀𝛼, 𝑀Δ заданы. Требуется
найти необходимое и достаточное условия для существования функции 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,∞
такой, что

‖𝑓‖∞ = 𝑀0, ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ = 𝑀𝛼, ‖∆𝑓‖∞ = 𝑀Δ.
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Решение этой задачи дает следующая

Теорема 5. Пусть 0 < 𝛼 < 2 и 𝑀0 , 𝑀𝛼 , 𝑀Δ – положительные числа. Для
существования функции 𝑓 ∈ 𝐿Δ

∞,∞ такой, что

‖𝑓‖∞ = 𝑀0, ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ = 𝑀𝛼, ‖∆𝑓‖∞ = 𝑀Δ,

необходимо и достаточно выполнения условий

𝑀𝛼 6
‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖1−𝛼/2

∞
𝑀

1−𝛼/2
0 𝑀

𝛼/2
Δ . (6.1) {eq6.1}

Доказательство. Необходимость следует из теоремы 2. Докажем достаточ-
ность. Не уменьшая общности, можно считать, что 𝑀Δ = 1. Так как выполнено
условие (6.1), найдется 0 < 𝐿0 < 𝑀0 такое, что

𝑀𝛼 =
‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖1−𝛼/2

∞
𝐿

1−𝛼/2
0 .

Пусть ℎ0 выбрано из условия ‖𝜙ℎ0,2‖∞ = 𝐿0, т.е. с учетом (3.11) и (3.10)

ℎ0 =
(︂
‖𝜙1,2‖∞
𝐿0

)︂1/2

.

Тогда в силу теоремы 2

‖𝐷𝛼𝜙ℎ0,2‖∞ =
‖𝐷𝛼𝜙1,2‖∞
‖𝜙1,2‖1−𝛼/2

∞
𝐿

1−𝛼/2
0 ,

откуда получаем ‖𝐷𝛼𝜙ℎ0,2‖∞ = 𝑀𝛼. В качестве искомой функции 𝑓 возьмем 𝑓 =
𝜙ℎ0,2 +𝑀0 − 𝐿0. Ясно, что

‖𝑓‖∞ = 𝑀0, ‖𝐷𝛼𝑓‖∞ = 𝑀𝛼, ‖∆𝑓‖∞ = 𝑀Δ = 1.

Теорема доказана.
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