
О ДИНАМИКЕ РАЗВИТИЯ ОДНОЙ НЕОДНОРОДНОЙ  

ПОПУЛЯЦИИ 

В.Е. Белозеров,  

belozvye@mail.ru, 

Днепропетровский национальный университет им. О. Гончара 

Аннотация:  Рассмотрен случай биологической популяции, которая состоит из 

нескольких субпопуляций (разных типов «социальных» групп популяций: семей, 

стай и т.п.).  Предложена модель «открытого гиперцикла Эйгена» для описания 

нетривиальных взаимодействий этих групп.  Проведен однопараметрический 

бифуркационный анализ. Обсуждена биологическая интерпретация результатов.  

1. Введение 

Большое число математических моделей биологических структур популяций (см. 

напр. [1] --- [7]) разработаны для описания их динамики, где в расчет принимались 

психологические различия между индивидуумами  (по возрасту, полу, размеру и 

т.п.). В то же время математические модели социальной структуры популяций 

известны не так широко. Это не очень естественно, потому что такая форма 

гетерогенной популяций хорошо известна  и еѐ исследование является актуальным в 

современной биологии [8,9].  

Известно несколько фундаментальных описаний социальных структур для ряда 

интересных видов  [9,12,13]. В некоторых случаях (к примеру галапагосский 

морской лев  [12] ) было даже возможно оценить количество слоѐв в социальной 

структуре упомянутой популяции. Этому исследованию способствовали данные о 

действительном существовании иерархии социальных групп в реальных животных 

популяциях. Главным вопросом было: какой фактор определяет количество таких 

групп?  

Существующие модели социальных структур популяций в основном являются 

некоторым обобщением развитых пространственных моделей популяций.  Они 

ориентированы на территориальное социальное поведение видов. Иногда 

рассматривается диалектика межвидового взаимодействия (кооперация и 

соревнование [10,11] ). В то же время факт существования "горизонтальной"  

иерархии (разделение популяций на семьи, стаи и так далее) подразумевает 

существование и "вертикальной"  (существуют "социальные классы"  инди-

видуумов:  обыкновенные члены, главы семей, лидеры стай). Мы считаем, что такое 

понимание социальной структуры популяции ближе к традиционной социальной 

терминологии и может быть использовано в биологии популяций. Действительно, 

вполне убедительно то, что уровень социальной иерархии популяции определяется 

еѐ способностью "содержать высшие социальные классы".  Динамика таких 

социальных групп имеет важнейшие особенности. Так, в противопоставление 
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половому различию, индивидуумы могут менять группу, к которой они 

принадлежат, но эта смена не так механична как смена возраста. Суть состоит в 

зависимости существования высших групп от должного функционирования низших. 

Большие популяции "мыслящих" животных (в особенности приматы, копытные, 

китовые и даже насекомые и рыбы  часто формируют многоуровневые социальные 

структуры  [8,10]. Самым ярким примером является линия  "индивидуум --- семья --- 

племя" и, соответственно, разные виды индивидуумов (индивидуум обыкновенный, 

глава семьи, лидер стаи). Количество уровней зависит от их интеллектуальных и 

"энергетических"  способностей  [14] --- [18]. В известной модели гиперцикла, 

предложенной Эйгеном и Шустером,  описаны подобные отношения между 

элементами системы [19,20]. В то же время отношения между "социальными 

группами" не цикличны и ухудшение условий жизни популяции ведѐт к 

исключению высших уровней с сохранением низших. Это привело к идее 

использования открытой модификации модели гиперцикла, которая была 

изначально предложена для описания экологических структур и некоторых 

экономических процессов [21].  

В этой статье мы сфокусировали внимание на непрерывном случае, но результаты 

также могут быть использованы для дискретных версий. Модель показывает 

зависимость сложности "социальной структуры"  популяции от ее размера в  нише. 

Популяция самостоятельно "выбирает"  свою сложность . Мы показываем динамику 

популяций  именно для случая трѐх подпопуляций (также как ранее --- для двух 

подпопуляций); приведены некоторые обобщения на случай n подпопуляций.  

2. Модель 

Рассмотрим динамику поведения гетерогенной биологической популяции 

, которая описывается моделью гиперцикла Эйгена 

      

(здесь S0 > 0). Популяция состоит из n субпопуляций , которые 

представляют разные  уровни «социальной» иерархии. Вектор начальных данных 

 

Для исследования модели (1), мы будем использовать стандартные 

математические средства теории устойчивости. В дополнение,   основой  для 

дальнейшего анализа  является исследование инвариантного множества.  (Напом-

ним, что множество  называется инвариантным множеством по отношению 

к (1), если из условия .) Знание таких множеств 

позволяет  упростить исследование решений  любых систем дифференциальных 

уравнений. 



В матричной форме модель (1) может быть представлена в виде 

,       

где   матрица  имеет форму: 

 

(Здесь   и символ (*,*) обозначает скалярное произведение.) 

В этой статье мы рассмотрим следующую форму функций : 

 

где  положительные числа. 

Функции  называются функциями Аллена [1]. Их комбинация с 

моделью типа Ейгена (1) была предложена в [21]. Двумерный анализ модели был 

также сделан в [21]. 

Функции Алена определяют особое взаимодействие между социальными слоями 

(субпопуляциями), когда следующий слой базируется на существовании 

предыдущего. В противоположность гиперциклу Эйгена, зависимость не имеет 

циклического характера, так что мы можем назвать эту модель «открытым»  

гиперциклом. 

Низший уровень самодовлеющий, он может существовать без высших уровней. 

Его равновесный размер (в случае отсутствия других слоѐв) равен N. Второй слой 

базируется на первом. Постоянное соотношение между этими двумя слоями 

оценивается значением . В большинстве естественных случаев , то 

есть равновесный размер следующей субпопуляции должен быть существенно 

меньше, чем предыдущей. Иногда, в случае высокой эффективности первого слоя 

можно наблюдать противоположное соотношение (когда ). Эта модель  

справедлива,  например, для настоящей популяции людей, в которой слой 

производителей поддерживает все остальные, гораздо большие слои общества. 

3. Положения равновесия системы (1) 

Обозначим через  перестановку любых k символов 1,2,…,n, для 

которых выполняется условие 

 



Предположим, что  и . Тогда система 

уравнений, определяющая положения равновесия будет иметь вид  

.  

Определитель первых k уравнений системы (3) может быть записан как  

. 

Рассмотрим два случая: 1)  и 2) . 

Случай 1. В этом случае из системы (3) следует что 

. Из условия  следует  и  

 .  В этом случае должно удовлетворятся 

условие   

. 

Пусть ; тогда . Предположим теперь, что 

. Тогда . 

Легко проверить что в первом случае существует n+1 положений равновесия: 

 

Случай 2. Здесь . Подставляя последнюю формулу в 

систему (3), мы получим  , где F – ненулевая функция. Беря 

в расчѐт последние уравнения, система (3) может быть представлена в виде  



 ,     

где . 

Очевидно из системы (4) следует, что . Так как 

, то для второго случая мы получаем  

решений. 

Таким образом, принимая в расчѐт случай 1, для системы (1) мы имеем 

 +n  положений равновесия. 

Матрица Якоби для произвольного n строится по трѐм матрицам: 

 

 



 

 

В итоге,  матрица Якоби вычисляется по формуле: . 

4. Инвариантные множества  для  

Найдѐм положительное инвариантное множество  для системы (1) при . 

Сложим все уравнения системы (1): 

.  

Введѐм замену . Тогда уравнение (5) может быть 

записано как 

.    

Теорема 1. Любое решение  (для любого начального значения  и 

) уравнения (6) имеет свойство: . 

Доказательство. Положим, для определѐнности, . Предположим, что 

существует момент  такой, что функция непрерывна на промежутке 

 если , и . Тогда из уравнения (6) следует 

. Таким образом для малого момента  мы получаем: 

1)  и или 2)  и . 

Дифференцирование уравнения (6) показывает что  для всех 

натуральных n. Тогда, из разложения в ряд Тейлора функции  в окрестности 

точки . Последнее тождество выполняется в случае . 



Если  тогда оба случая 1) и 2) невозможны. Таким образом, если , то 

. Случай  аналогичен. Доказательство завершено. 

Пусть . Так как , то из теоремы 1 следует, что для 

 функция . Обозначим через V область  в 

первом ортанте, ограниченную координатными плоскостями  и 

плоскостью  . Тогда получим, что V -- инвариантное множество  

(  из  следует, что ). 

Поведение решений системы (5) описывается матрицей 

 

 Рассмотрим уравнение (5): 

 

Пусть . Обозначим через W эллипсоид с центром в точке 

 

и произведением полуосей 

 

Если  и , то вектор 

 и формула в больших квадратных скобках отрицательна. 

Следовательно  является конечным. (Мы считаем, что 

множество W имеет непустое пересечение с инвариантным множеством,  которое 

пока не определено.)  В будущем будут рассмотрены лишь случаи когда 

. 



5. Собственные числа матрицы Якоби в положениях равновесия для   

Пусть  и 

, где 

( ) получим четыре точки 

равновесия: 

 

Во втором случае ( ), мы получаем семь систем уравнений 

(см. (4)) для  определения ещѐ семи точек равновесия: 

 

(Неизвестная функция F для текущего анализа не является необходимой.) 

Следовательно, для , система (1) имеет следующие 11 положений 

равновесия: 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

в этом случае ,  



; тогда  

 

 

(Очевидно, что для того чтобы все положения равновесия находились в первом 

ортанте необходимо и достаточно выполнения условий:  и .) 

 Во всех дальнейших вычислениях элементы матрицы Якоби делятся на  

(тогда собственное число  заменяется собственным числом ). 

 Пусть . Это значение определяет размер экологической ниши (точнее 

оно обратно пропорционально размеру). Рассмотрим поведение системы (1) в 

окрестности всех положений равновесия. Вычислим все собственные числа матрицы 

Якоби. В итоге получим такой результат. 

. Тогда собственные числа   Это неустойчивый вырожденный 

узел. 

. Тогда собственные числа  имеют вид: 

 

Так как  и  то положение равновесия – седло-узел. 

. Здесь 

 

Если   то из условия  следует, что это седловая точка. Если  то  

 

и мы получим неустойчивый вырожденный узел. 

. Здесь  

 

 



Простой анализ показывает , что если  

       

то эта точка  –  устойчивый узел. Если  то это седловая точка.  

 Здесь  

 

Так как  то положение равновесия – это седло-узел или неустойчивый 

узел. 

 Здесь 

 

Эта точка – неустойчивый узел. 

 Здесь  

 

Эта точка – неустойчивый узел. 

 Здесь 

 

Точка может быть неустойчивым узлом, устойчивым узлом, или седловой 

точкой 

 Здесь 

 

Эта точка – неустойчивый узел или седло. 

 Ясно что если  

 

или 

,       

то  



Воспользуемся матрицей Якоби  для случая . Матрица Якоби в точке 

 может быть представлена (с учетом деления  на ) как: 

 

Построим характеристический полином матрицы Якоби в точке : 

 

Допустим, что выполняется условие (8). Тогда  Если  тогда эта 

точка асимптотически устойчива. Рассмотрим случай когда  возрастает, но 

неравенство (8) удовлетворяется. Легко проверить, что 

 Если (точка бифуркации), то 

 и точка становится неустойчивой.  

 Одно из собственных чисел матрицы Якоби равно 

 

Соответственно, если неравенство (8) выполняется, то  и точка 

равновесия  может быть узлом или седло=узлом. Если 

 

и параметр  не принимает значений бифуркации, тогда это будет устойчивый узел.

 Таким образом, если  

 

то точки  и  меняются местами. 

Рассмотрим случай  

 

Очевидно, что  



 

Отметим, что если  

 

то одно из собственных чисел матрицы Якоби в точке  равно нулю (другие два 

собственных числа имеют отрицательные действительные части). Таким образом, 

если  

 

 

то точка  устойчива; если же  

 

то точка  неустойчива. 

В итоге, если удовлетворяется условие (7),  мы получим устойчивое положение  

равновесия в  

6. Бифуркационный анализ  для  

Пусть  вектор начальных значений. В этом случае получим, 

что   Значит V – инвариантное множество. 

Предположим что  (Если одно начальное значение будет 

нулевое, то получим двумерный анализ.) 

Существуют четыре точки бифуркации: 

 
1.   

 
Траектория стремится к одной точке равновесия  Следовательно, для 

малых  (когда размер экологической ниши больше критического значения: 

) представлены все субпопуляции; они имеют тенденцию к 

достижению максимально возможного размера; и их общий размер меньше чем 

полный размер  популяционной ниши.  

2.   



  

 

Траектория стремится к одной точке равновесия  В экологической 

нише такого размера представлены все три субпопуляции. Они занимают всю нишу 

 и они ограничены размером ниши. 

3.   

 

Траектория стремится  к положению равновесия  Размер ниши  так 

мал, что третий уровень субпопуляционной «социальной» организации (третья 

субпопуляция) не может быть создан. Две другие субпопуляции занимают всю 

экологическую нишу.  

4.   

 

В этом случае траектория стремится к точке  При столь малом размере 

ниши, только первая популяция может выжить. Она полностью занимает всю 

экологическую нишу и ограничена еѐ размером. Популяция не имеет внутренней 

структуры. Вторая и третья субпопуляция не представлены в равновесном 

состоянии.  

Для построения диаграмм бифуркации введѐм замену  вместо параметра 

. Тогда получим следующие критические параметры бифуркации: 

 
Для построения диаграмм бифуркации необходимо знать следующие значения: 

 

 

 
Пусть   Все 

начальные значения удовлетворяют условиям  и 

 Ниже представлены диаграммы бифуркации максимальных 

численностей субпопуляций, полученные в зависимости от  (на всех графиках 

представлены только устойчивые ветви). 



 
Рис.1. Графики бифуркации 

 

 

 
Рис.2. Решения системы (1) для  

 

 

 



 
Рис.3. Решения системы (1) для  

 

 

 
Рис.4. Решения системы (1) для  



 
Рис.5. Решения системы (1) для  

7. Обобщения 

Приведѐнный выше анализ результатов позволяет сделать следующие выводы. 

При достаточно малых значениях  выживает только первая популяция. Вторая и 

третья популяции выживают с ростом . В дополнение к этому все выжившие 

популяции занимают экологическую нишу. Таким образом, если  грядѐт эра 

изобилия, когда выживают все популяции, экологическая ниша заполнена частично 

(все ресурсы ниши использованы не полностью). 

Можно также отметить следующее: параметры  имеют различное 

влияние на характер протекания процесса. В дополнение к этому подчеркнем, что 

наиболее важными являются параметры . Параметр  определяет 

максимальный объем ресурсов, которые могут быть выделены на развитие 

популяции. Параметр  всегда не равен нулю: он показывает, что при любом 

ненулевом  первая популяция выживает всегда. Этот важный вывод позволяет 

утверждать что в модели Ейгена биологическая ассоциация сохраняется (возможно 

в уменьшенной структуре). О параметрах  можно сказать, что они определяют 

только количественное влияние одной популяции на другую. Кроме того, эти 

параметры не меняют типы точек бифуркации и их количество. 

Отметим также, что исследование трѐхмерной открытой модели Ейгена 

позволяет высказать некоторые предложение о n-мерном случае. 

Дословно повторяя рассуждения  раздела  4, в  n-мерном случае мы можем 

найти инвариантное множество  V. Очевидно что в n-мерном случае уравнение (6) 

имеет вид 

 
где  



Тогда множество V будет выглядеть так:  

 
 Определим множество W как  

 
Поведение решений системы (1) на множестве W определяется свойствами 

трехдиагональной матрицы 

 
Если эта матрица положительно определѐнная, то множество W  будет n-мерным 

эллипсоидом. 

Теорема 2. Пусть  – все положения равновесия системы (1) . 

Выберем из них такие n точек , координаты которых удовлетворяют 

условиям: 

 

 

 

 

 
Тогда точки бифуркации  определяются 

формулами: , и точкой бифуркации 

, где . 

Доказательство. Из уравнений (4) следует что точки  существуют. Кроме 

того . 

1. Рассмотрим точку . Для этой точки мы имеем . Отсюда следует, 

что матрица Якоби имеет вид 

 

Таким образом, последнее собственное число этой матрицы  и 

точка бифуркации определяется условием  

  



Пусть  – решение уравнения . Очевидно, что  также 

является  решением уравнения (10). 

    2. Рассмотрим точку . Для этой точки  и матрица Якоби 

принимает вид 

 

Для этой матрицы собственные числа  и . Точка 

бифуркации определяется условием 

  

Так как , то мы можем заключить, что . Отсюда находим 

точку бифуркации . Эта точка также является решением уравнения (11). 

Дальнейшее доказательство очевидно. 

   3. Введѐм новую векторную  переменную y по формуле 

 
Тогда система (2) может быть переписана в виде 

,    

где . 

Матрица Якоби системы (12) может быть представлена в виде  

 
Рассмотрим положение равновесия . Предположим что . 

Тогда получим, что . Кроме того, для 

точки  мы также получим  . Поэтому . 

Таким образом,  первая строка матрицы  в точке  является нулевой. Отсюда 



следует, что одно собственное число из этой матрицы также нулевое. 

Следовательно,  и матрица  J  тоже имеет нулевое собственное число. Таким 

образом, точка  является точкой бифуркации. 

Доказательство завершено. 

 

Теорема 3. Пусть  - все положения равновесия системы(1) . 

Выберем из этих точек некоторую точку  такую, 

что  где   – точки из теоремы 2. Тогда все точки 

,  неустойчивы. 

Доказательство. Пусть имеет место случай 2 из раздела 3. Предположим, что для 

точки  мы имеем . Тогда  и 

 . Таким образом собственное число  матрицы 

Якоби  имеет вид: 

 

Теперь будем считать, что для точки  и  

(случай 1 из раздела 3). Тогда и для  получим 

 
и  для . Следовательно,  в матрице Якоби  есть по крайней 

мере одно положительное собственное число. Поскольку все положения равновесия 

принадлежат или к случаю 1 или к случаю 2 очевидно, что все эти точки 

неустойчивы. Что и требовалось доказать. 

Таким образом, из теорем 2, 3 вытекает, что только точки  могут быть 

устойчивыми. (Это следует и из раздела 5).  

Для первых трѐх положений равновесия  и имеем следующие точки 

бифуркации: 

 

 

 
Введѐм следующие обозначения: . 

Пусть  

 
где  



 
Существует  точка бифуркации: 

 
где  

 
Если 

 
то выживает первая популяция и занимает всю экологическую нишу . 

Если  

 
то остаются популяции с номерами , которые и занимают всю 

экологическую нишу  Популяции с номерами  вымирают.  

В итоге, если  то все популяции выживают и занимают только часть 

экологической ниши (объем этой ниши  
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