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Введение 

Эффективным подходом к решению за-

дач современной теории управления явля-

ется построение вычислительных процедур 

в форме метода динамического программи-

рования.  

Динамическое программирование (ДП) 

связано с принятием решений в многоша-

говых процессах. Впервые данный термин 

был введен Беллманом в его монографии 

[1, 2]. В этой работе на основе рассмотре-

ния функциональных уравнений были за-

ложены математические основы ДП.  

ДП используется, когда решение задачи 

на каждом этапе является решением неко-

торой частной задачи. Решение целевой за-

дачи формируется на основе решенных 

подзадач на каждом этапе. 

Как известно прямое применение метода 

ДП для определения решения связано с 

большим объемом вычислений. Существу-

ет множество методов основанных на идеях 

динамического программирования преоб-

разованных через дополнительную моди-

фикацию вычислительных процедур [3, 4, 

5].  

Идея, предложенной в статье процеду-

ры, возникла при решении задачи вектор-

ной оптимизации тяговых расчетов [6]. 

В данной работе предложено обоснова-

ние возможной модификации метода ДП, 

позволяющего в некоторых случаях 

уменьшить при анализе промежуточных 

решений количество состояний при опти-

мизации многостадийного управляемого 

процесса. Данный подход применим для 

тех задач, которые допускают введение до-

полнительного компромиссного показателя 

оптимизации, исходя из естественных 

условий решаемой задачи. 

1. Схема метода динамического 

программирования 

Обычно задача, к которой применяется 

метод динамического программирования, 

представляется многостадийным процес-

сом. Исследуемый процесс S  разбивается 

на стадии, которые характеризуются N  ко-

ординатами , 0,jS j N . Процесс на каж-

дой стадии jS  может находиться в не-

скольких состояниях ijs , 0,i M . На каж-

дой стадии осуществляется выбор управле-

ния для перехода в необходимое состояние 

следующей стадии. Назначение перехода из 

состояния jS  в любое допустимое состоя-

ние 1jS   назовем локальным управлением 

u . Каждому из состояний процесса S  

приписывается множество ( )U S  возмож-

ных локальных управлений, осуществляю-

щих переходы в другие состояния. Реали-

зация локального управления ( )u U S  

имеет некоторое качество ( )c u . Требуется 

определить последовательность локальных 

управлений, переводящих систему из 

начального состояния 0S  в некоторое ко-

нечное состояние NS , с наилучшим показа-

телем качества 0( )C S , равную сумме со-

ставляющих качества ее локальных управ-

лений. Такая последовательность локаль-

ных управлений называется оптимальным 
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управлением для осуществления перехода 

из состояния 0S  с показателем качества 

0( )C S . Аналогичный смысл вкладывается и 

в понятие оптимального управления из лю-

бого другого состояния jS  процесса S . 

В основу метода динамического про-

граммирования положен принцип опти-

мальности Беллмана: в рассматриваемой 

стадии jS следует выбирать такое ло-

кальное управление ( )u U S , которое в 

совокупности с оптимальным управлением 

из состояния 1jS  составит оптимальное 

управление из состояния jS . Этот принцип 

записывается так 

 1
( )

( ) min { ( ) ( ( ))}
j

j j
u U S

C S c u C U S 


  . (1) 

Критерий качества локального управле-

ния может быть и противоположным кри-

терием оптимального управления, чем в 

выражении (1). 

2. Поиск минимального пути в 

графе 

Если множество локальных управлений 

конечно, то возможна интерпретация прин-

ципа оптимальности с помощью графов [7]. 

Определим взвешенный ориентированный 

граф ( , )G V E  (далее граф), вершины ко-

торого соответствуют состояниям системы, 

а дуги – всевозможным переходам из со-

стояния в состояние; веса дуг полагаются 

равными оценкам качества соответствую-

щих локальных управлений.  

Оптимальным ориентированным путем 

из некоторой вершины v V  назовем путь 

минимальной длины ( )C v  из вершины v  в 

одну из вершин, соответствующих конеч-

ному состоянию. 

Рассмотрим элементы орграфа G : вер-

шину v  стадии j  и множество всех дуг 

1( , )v v , 2( , )v v ,…, ( , )mv v , выходящих из v . 

Дуга ( , )iv v  весом ( , ) ( )i
ic v v c u  соответ-

ствует локальному управлению ( )iu U S , 

1,i m , переводящему систему S  в неко-

торое состояние стадии 1jS  . Принцип оп-

тимальности в терминах теории графов 

формулируется так: будучи в вершине v , 

следует выбирать ту дугу ( , )iv v , которая 

вместе с оптимальным путем из вершины 

iv ,- составит оптимальный путь из верши-

ны v  

1,
( ) min{ ( , ) ( )}i i

i m
C v c v v C v


  . 

При определении ( )C v  необходимо 

знать величины ( )iC v , 1,i m . Это воз-

можно, если граф G  допускает топологи-

ческую сортировку (является бесконтур-

ным).  

Алгоритм поиска оптимальных путей в 

связном бесконтурном орграфе, использу-

ющий принцип оптимальности Беллмана. 

Шаг 0. Произвести топологическую сор-

тировку вершин орграфа ( , )G V E , про-

нумеровав их числами 1,2, ,n . Положить 

1step n  и перейти к следующему шагу. 

Шаг k , ( 1)k  . 1. Если 0kstep  , то ал-

горитм окончен. Если 0kstep  , то выбрать 

вершину v  с номером kstep . Если нет дуг с 

началом в вершине v , то положить 

( ) 0C v  , ( )top v  , 1 1k kstep step    

и перейти к следующему шагу. 

2. Если имеются дуги с началом в вер-

шине v , то выбрать среди них дугу ( , )v w с 

минимально возможным значением 

( , ) ( )c v w C w . 

Положить  

( ) ( , ) ( )C v c v w C w  , ( )top v w , 

1 1k kstep step    

и перейти к следующему шагу. 

Временная сложность алгоритма рав-

на [8] 

 2max log ( )
e E

O E c e


 
 
 

, (2) 

где ( )c e  – вес дуги e . 
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3. Метод сокращения перебора в 

ДП 

При сведении непрерывной задачи оп-

тимального управления к ее дискретному 

варианту (приближению) необходимо при-

нять решение о выборе шага сетки. Малый 

шаг сетки приводит к необходимости про-

ведения большого объема вычислений. 

Рассматриваемый в статье вариант сокра-

щения перебора не относится непосред-

ственно к самому методу динамического 

программирования. Предлагаемая модифи-

кация, скорей всего, относится к процессу 

решения некоторого класса задач. В клас-

сическом дискретном случае динамическо-

го программирования управление перехода 

из одного состояния в другое состояние по-

следующей стадии оценивается одной ве-

личиной C . Иногда в прикладной задаче 

выбор управления можно оценивать не од-

ной величиной, а двумя  ,C S U  и 

 ,H S U , где S  – стадия, U  – множество 

допустимых управлений. Например, если 

переход из состояния в состояние характе-

ризуется затратами энергии, то наряду с 

энергетическими затратами можно рас-

сматривать и затраты времени (или другую 

характеристику процесса). Второй показа-

тель выбирается исходя из естественных 

условий оптимизируемого процесса или 

имеющихся ограничений задачи (ограниче-

ния на ресурс, время и т.п.). Существенно 

только то, что второй (вспомогательный) 

показатель  ,H S U  должен быть компро-

миссным (противоречивым) по отношению 

к первому (основному) показателю в том 

смысле, что их экстремальные значения до-

стигаются на различных траекториях. 

Под компромиссными решениями 

обычно понимают полуэффективные и эф-

фективные решения [9]. Траекторию   

называют полуэффективной, если, выбирая 

другую траекторию, нельзя получить зна-

чение векторного критерия лучше полуэф-

фективного одновременно по всем компо-

нентам, по которым оптимизируют крите-

рий. Требования к эффективным траекто-

риям более однозначны. Среди эффектив-

ных траекторий не должно быть траекторий 

не худших по всем компонентам векторно-

го критерия и лучшей траектории хотя бы 

для одной компоненты. Эффективные (оп-

тимальные по Парето) решения таковы, что 

при переходе от одного эффективного ре-

шения к другому некоторые компоненты 

векторного критерия строго убывают, но 

другие при этом строго возрастают. 

Ускорение вычислительного процесса 

возможно, если в каждой стадии будем ис-

ключать из рассмотрения некоторые состо-

яния, которые не ведут к успеху, руковод-

ствуясь «разумной стратегией». В качестве 

способа исключения состояний оптимизи-

руемого процесса взята процедура филь-

трации с помощью принципа Парето опре-

деления эффективных траекторий, но оп-

тимизируя требуемый показатель. Этот 

способ позволяет не рассматривать в про-

цессе оптимизации в дискретном фазовом 

пространстве состояния, принадлежащие 

неэффективным траекториям. 

Вместе с показателем  C S , рассматри-

ваемой задачи, качество траектории будем 

оценивать также вспомогательным показа-

телем  H S . Для определенности полага-

ем, что показатель  H S  минимизируется 

для достижения компромисса по отноше-

нию к показателю  C S . 

Для каждой стадии kS , 1,2,...,k N , N - 

количество стадий, будем рассматривать 

множество пар     ,k kC S H S , для кото-

рых определим бинарное отношение ча-

стичного порядка  

:kR     ' , 'k kC S H S     '' , ''k kC S H S  

    ' ''k kC S C S , 

    ' ''k kH S H S . (3) 

Значок  означает, что пара слева 

«лучше» пары справа. 
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Оценка управления  C S  аддитивная 

(или мультипликативная) функция 

   
1

,
N

j j j

j

C S c S u


 ,  j ju U S , 

где  jU S  - множество допустимых управ-

лений стадии j ,  ,j j jc S u  – оценка эффек-

тивности применения управления на стадии 

j . Требование аддитивности вспомога-

тельного показателя 

   
1

,
N

j j j

j

H S h S u


 ,  j ju U S  

необязательно. Это, к примеру, может быть 

значение фазовой переменной (координа-

ты). Мы будем рассматривать функцию 

 H S  как аддитивную. 

Обозначим  k kC S  оптимальное значе-

ние задачи  

  
 

 
1

min ,
k

k k j j
u U S

j

C S c S u




  , (4) 

а через  k kH S  соответствующее значение 

вспомогательного показателя, обусловлен-

ное выбранному управлению u  в выраже-

нии (4). 

Расчет величины  k kC S  в вычисли-

тельной процедуре производится по рекур-

рентному соотношению 

 k kC S   

      1 1
( )

min , ,
k k

k k k k k k
u U S

C S u c S u 


  , (5) 

 1,k kS u  – функция изменения состояния 

на стадии 1k   под воздействием управле-

ния ku . Необходимо также вычислить зна-

чение  k kH S  для определенного в (5) ло-

кального управления *
ku  

      * *
1 1, ,k k k k k k k kH S H S u h S u    . 

Вначале процедуры оптимизации пола-

гаем  0 0 0C S   и  0 0 0H S  . Если на ка-

кой-то стадии k  минимум  k kC S  не до-

стигается, то полагаем  k kC S   . 

Обозначим 

  , , 1,i i
k k k kP C H i M  , 

множество паретовских точек стадии kS . 

Множество kP , 1,k N  определяются на 

каждой стадии k . 

Опишем общий алгоритм. Пусть опре-

делено множество 

  1 1 1 1, , 1,i i
k k k kP C H i M     . 

Обозначим 

 
   1 1min ,

k k

j
k k k k

u U S
C C P u 


    

  ,k k kc S u , 1, kj m , (6) 

  *
1 1,

j
k k k kH H P u     

  *,k k kh S u , 1, kj m , (7) 

где j  – индекс дискретного состояния про-

цесса на k -й стадии, km – количество воз-

можных дискретных состояний стадии k .  

Строим множество Парето для точек (6)-

(7) в соответствии с введенным бинарным 

отношением kR , (3)  

  , , 1,i i
k k k kP C H i M  . 

Просмотрев все стадии, в конечной точ-

ке сформируется множество, состоящее из 

одной пары, в случае одноточечного крае-

вого условия 

  1 1,N N NP C H . 

Оптимальным значением будет 1
NC . 

Рассмотренный порядок построения оп-

тимального решения соответствует схеме 

динамического программирования «впе-

ред», т.е. процесс оптимизации происходит 

из начального состояния в конечное состо-

яние. В этом алгоритме рассматриваются 

лишь траектории, проходящие через паре-

товские точки, другие траектории не рас-

сматриваются. 
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Аналогично можно построить процеду-

ру оптимизации по схеме «назад». 

Как в схеме «вперед», так и в схеме 

«назад» на каждой стадии сформировано 

управление. По «обратному ходу» опреде-

ляем соответствующие управления пооче-

редно в требуемом направлении для каж-

дой последующей стадии. Восстановив всю 

цепочку оптимальных управлений, полу-

чим необходимое решение. 

В дискретном случае возможна интер-

претация рассмотренной вычислительной 

процедуры динамического программирова-

ния с помощью графа. Разбив процесс на 

N  стадий, для каждой стадии k  определим 

множество вершин  k ikV v , 0,k N , 

1, ki m , вершина ijv  соответствует некото-

рому состоянию оптимизируемого процес-

са, km - количество состояний процесса для 

стадии k , обусловленное выбором сетки 

расчета и существующими ограничениями, 

включая ограничения на допустимые 

управления. Допустимому переходу из од-

ного состояния в другое состояние после-

дующей стадии соответствует дуга с век-

торным весом    1 1, , ,jk ik jk ikc v v h v v 
 
 

, 

здесь 1jkv   – начальная вершина дуги, ikv  – 

конечная вершина дуги,  1,jk ikc v v  – эф-

фект от реализации управления при пере-

ходе из начальной вершины в конечную 

вершину,  1,jk ikh v v  – введенный вспомо-

гательный показатель эффективности реа-

лизации выбранного управления. Все зна-

чения  1,jk ikc v v  и  1,jk ikh v v  считаем 

ограниченными величинами. 

Пусть  ikC v  эффект управления на ста-

дии k  соответствующий траектории про-

ходящей через вершину ikv  (условно опти-

мальный выигрыш),  ikH v  – значение 

вспомогательного показателя, соответ-

ствующего условно оптимальному выиг-

рышу. В процессе оптимизации каждой 

вершине ставится в соответствие пара 

    ,ik ikC v H v . Определим множества 

Парето kP , 1,k N , для пар 

    ,ik ikC v H v  каждой стадии 

     , , 1,k ik ik kP C v H v i M  . Вместе с 

множеством kP  будем строить множество 

 , 1,k ik kV v i M   состоящее из вершин 

стадии k , образовавших пары, входящих в 

множество kP .  

Вначале алгоритма полагаем  10 0C v   

и  10 0H v  ,   0 0,0P   и  0 10V v . 

На каждой стадии 1,k N  выполняем 

следующие действия 

       
1

min
k

ik ik
v V

C v C v c v


  , (8) 

для индекса *j , определившего условно 

оптимальный выигрыш  ikC v  в (8) опре-

деляем значение вспомогательного показа-

теля 

      * 1ik ikj k
H v H v h v


  . (9) 

Вычисления величин (8) и (9) проводят-

ся для каждой вершины 1, ki m  рассмат-

риваемой стадии k . 

Для вновь полученного множества пар 

    ,ik ikC v H v , 1, ki m  строим множе-

ство Парето 

     , , 1,k ik ik kP C v H v i M   в соответ-

ствии с бинарным отношением (3) и строим 

множество  , 1,k ik kV v i M   – множество 

вершин, образовавших паретовские точки 

kP . 

Минимальному значению пути будет 

соответствовать величина 1
N NC P . Двига-

ясь со стадии N  в обратном следовании, 

получим необходимую оптимальную тра-

екторию, точки которой принадлежат мно-

жеству Парето. 
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Временная сложность предложенного 

алгоритма оценивается величиной  

 
1

2
,

0, 1

max log , ,
k k

P
v P w P

k N

O E c v w
 

 






 

 2log ,h v w , 

где  ( , ), ( , )c v w h v w  – векторный вес дуги, 

имеющей начало в вершине принадлежа-

щей множеству Парето; PE  – множество 

дуг, начало которых начинается в вершине 

из множества Парето.  

Выводы 

Предложенная модификация метода ДП 

в дискретном варианте для класса задач до-

пускающих введение дополнительного по-

казателя эффективности выбора управле-

ния позволяет уменьшить в переборе коли-

чество состояний системы. Модификация 

базируется на введении соответствующего 

бинарного отношения и построения множе-

ства Парето для пар «критерий» – «допол-

нительный показатель», на котором осу-

ществляется процедура оптимизации. 
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