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ДОСJПДЖЕІПІЯ ПРУЖНОШІАСТИЧНОГО РУЙНУВАІПІЯ 
МЕТОДОМ КПЩЕВИХ ЕЛЕМЕНТІВ 

Ormcaнo методи дослідження задачі пружнопластичноrо руйнування, що rрун­
'І)'ЮТЬСЯ на застосовуванні спеціальних прийомів кіІщево-елеменrного аналізу; роз­
глянуто процедуру формування матриці жорсткості у випадках застосування вось:ми­
вузлових чотирикутних ізопараметричних елеменrів. 

Механіка руйнування в останні роки стала самостійною дисципліною, 

яка дає змогу виявляти умови, за яких починається неконтрольований процес 

руйнування машин, конструкцій, їх елементів та матеріалів внаслідок виник­

нення і поширення тріщин. Знання механіки руйнування зможе допомогти ін­

женеру або конструктору у справі запобігання небезпеці катастрофічного 

руйнування елементів конструкцій. Крім того, володіння теоретичними осно­

вами механіки трішиноутворення дає змогу розробляти механізми і методики 

руйнування моноштносn поверхневих відкладів і корозійних нашарувань, яю 

не сприяють ефективній експлуатації механізмів і окремих конструкцій. 

Два основні критерії руйнування, які відіграють фундаментальну роль 

в механіці руйнування, пов'язані із використанням принципу збереження 

енергії та коефіцієнтів інтенсивності напружень. Існуюча на сьогодні теорія 

трішиноутворення rрунтується на використанні принципу збереження енер­

гії, відповідно до якого джерелами енергії, яка необхідна для утворення нової 

поверхні руйнування у твердому тілі, повинна бути енергія пружного дефор­

мування і робота зовнішніх навантажень. 

Інший підхід до теорії виникнення трішин розглянутий вітчизняними 

науковцями [1 , 2), які обмеЖИJШся дослідженням околиць вершини трішини, 
розміри якої є малими порівняно із характерними розмірами всього nла, але, з 

іншого боку, достатньо великими порівняно з розмірами атомів, щоб можна бу­

ло застосовувати лінійну теорію пружності. Було запропоновано теорію, що 

руйнування починається тоді, коли ІНТенсивність напружень в околицях вер­

шини досягає якоїсь певної критичної величини. Основний зміст цієї статті ста­

новить дослідження задачі пружнопластичного руйнування. Далі ми будемо 

розглядати лише тип І деформування тріщини (тріщини нормального розриву). 

Основне завдання проектанта полягає у тому, щоб під час розроблення 

тієї чи іншої конструкції не допускати умов для виникнення крихкого руйну­

вання. Для вирішення цієї задачі необхідно точно знати про напружено-дефор­

мований стан навколо вершини трішини, у місці її можливого утворення. За­

гальноприйнятий підхід, відомий під назвою лінійно-пружної механіки руйну-
. . 

вання, полягає у тому, що поведшка матерІалу в зою вершини трІщини вва-

жається лінійно-пружною . Відомо, що при вершині тріщини завжди виника­

ють пластичні деформації [3), підхід, який rрунтується на цій механіці, може . . .. . 
привести до позитивних результаТІВ лише для вІдносно крихких матер1алm, 1 
для таких умов навантаження, за яких розмІри пластичної зони при вершинІ 

5. Інформаційні технолоrії rалу.1і 347 



НаЩоmJІЬНИЙ лісотехнічний університет України 

тріщини МUіІмальні порівнювано з довжиною самої тріщини та товщиною дос­

лідного зразка. Оскільки більшість техні'ПіИХ матеріалів є відносно плас1Ични­

ми і товщини зразків не завжди є великими, в окремих ВШlадках плас1Ичними 

деформаціями nри вершині тріщини неможливо просто неХї)'Ва1И. 

Іlласrичнісrь ПJШ вершині трішиии. Під час проведення розрахун­

ків найчастіше прШІУскають, що матеріал поводить себе як ідеально пруж­
ний. На прак1ИЦі ж, як тільки певний залежний від напруження вираз досягає 

своєї крИ1Ичної величини, більшість матеріалів плас1Ично деформуються. 

Внаслідок непружності у поведінці матеріалу можуть знадобИ1Ися видозміни 

певних положень лінійно-пружної механіки руйнування. Поширеними є два 
критерії текучості - Треска і Мізеса [4,5], відомі як, відповідно, гіпотези мак­

симального д01Ичного напруження та питомої енергії формозмінення. 
Відповідно до критерію Треска, текучість починається, коли найбіль­

ше крИ1Ичне напруження досягає своєї крИ1Ичної величини. Якщо записа1И 

критерій Треска, застосовуючи головні напруження G\, (j2 та 0'3 (ПРШІУС ­

каємо, що (j1)(j2)(j3) і rр<ІНІЩЯ текучості перебуває у одновісному стані (Тур, то 

отримуємо, що текучість матеріалу починається за умови 

І (jl - (jз І= (jyp. (1) 

Відповідно до критерію Мізеса, потрібно, щоб крИ1Ичної величини 
досягала питома енергія деформації зсуву. Відповідно до цього критерію, за-

писаним із використанням головних напружень і границі 

руйнування відбувається за виконання умови 

1 ~ 2 2 2 (jyp-;fГ ( (jl - (j2) + ( (j2- (jз ) + ( (jз- (j1) . 

текучості (Тур, 

(2) 

Критерій Мізеса краще узгоджується із результатами експериментів, 

однак в інженерних розрахунках простіше застосовува1И критерій Треска. 

Контур пласrичної зони. Однією з основних задач технічного проек­

'І)'Вання є недопущення крихкого руйнування. З цієї причини дослідження 
форми та розміру плас1Ичної зони, які залежать від властивостей матеріалу, 

геометрії, навантаження та rрани'ПіИХ умов, стає однією з найважливіших за­
дач механіки руйнування. Для того щоб використовува1И відповідний крите­
рій текучості, розподіл напружень навколо вершини тріщини можна описа1И 

за допомогою таких виразів для головних напружень через коефіцієнт інтен­

сивності напружень КJ [3]: 

(j1 = ~Cos( Т} [ 1 + Sin ( f) J 
(j2 = :}z;.r Cos(f}[1-sm(f) J 

(jз= v·((jІ + (j2) = 2v·~Cos(!!...) . 
v 2tr·r 2 

(3) 

Крім того, (jз вказує на плоску деформацію, а за умови, що (jз= О ­

плоский напружений стан. Підставляючи наведені співвідношення в критерій 
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Мізеса, отримуємо рівняння границі ГUІас1Ичної зони (}(рис. 1), rp (8) у тако­

му ВИГЛЯДІ : 

rp(8) = ~[1,5 · Sin 28 + (1 - 2v)
2 

· (1+ Cos8)] , 
47Т · cryp 

де Гр-радіус ГUІаС1ИЧНОЇ ЗОНИ ДЛЯ ВіllШдку ГUІОСКОЇ деформації 

rp(8) = ~[ 1+1,5 · ~n28 + Cos8] 
47Т · cryp 

та для випадку ГUІоского напруженого стану. 

Плосю1й 

напружений стан 

Тріщ1ша 1----\----- Плоска 

деформація 

Рис. 1. Форма пласпшчної зони. зzідно з критерієм Mi:Jeca 

(4) 

(5) 

Останнім часом в механіці пружноГUІас1Ичного руйнування стали ши­

роко використовува1Ися спеціальні прийоми кінцево-елементного аналізу. 
Метою цієї роб01И є розроблення методу рішення задач пружноГUІастичного 

руйнування за допомогою восьмивузлових ЧО1Ирику1НИХ ізопараметричних 

елементів. 
Основні положення рішення методом кінцевих елементів. Основна 

ідея методу кінцевих елементів полягає у побудові дискретної моделі, яка 
складається із множини кусково-неперервних функцій, визначених на кінце­

вому чнслі замкнутих підобластей. Ці підобласті названі елементами, які 
з'єднуються одна з одною в спільних вузлах і які сукупно апроксимують цю 

область. Компоненти узагальнених переміщень цих вузлів є основними неві­

домими задачі про диференціювання суцільного середовища. 

Нехай вектор-стовпець {q} складається із компонент узагальнених пе­
реміщень у вузлах, а вектор-стовпець {U}- із переміщень елемента. Ці вели­

чини пов'язані між собою матричним співвідношенням: 

[V] = [N] {q}, (6) 

де [N] - функції форми, які є функціями локальних координат і повинні бу1И 
заданими у кожній вузловій точці. Символи { } та [] використані для позна­
чення вектор -стовпця і матриці відповідно. 

Позначаючи вектор узагальненої деформації символом {.є} та виража-

ючи компоненти деформації через переміщення, можна записа1И 

{.є} = [ВJ ·{U} , (7) 
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де: {и} - вектор переміщень; [в] - матричний оператор, який має вигляд 

і_ о 
дх д 

[Б]= о- (8) 
д ду 
- д 
ду-

дх 

Використовуючи співвідношення, які описують залежність напружень 

від деформацій, вектор узагальненого напруження {а} виражаємо через век­

тор узагальненої деформації {є} у вигляді 

{а}= [ D] ·{є}, 
де [D] - матриця, яка характеризує влас1Ивості матеріалу, і яка дорівнює: 

• для плоского напруженого сrану 

де Е- модуль ІОнга; 

1 
Е [D)=- V 

1- у2 ~ ~ ]' О О 1-2v2 

• для плоскоїдеформації 

1 V 0 ] Е · (1 - v) 
[D)= (1+V)·(1 - 2v) V 1 О ' 

О О 1~v 

де: Ета v -моду ль пружності та коефіцієнт Пу ассона відповідно. 

(9) 

(10) 

(11) 

Чотирикутний ізопараметричний елемент. Побудова матриці вось­

мивузлового ізометричного елемента достаmьо описана у nраці [6]. За допо­
могою nеретворення 

8 8 

Х= "L,N;(R,S)x, У= L;Ni(R,S)y;, (12) 
i=l i =l 

де N;- функція форми, яка відповідає вузловій точці і із коорД\іlіатами (х;, У;), 

побудова матриці жоре1кості nроводиться наведеним далі способом. 

У системі координат R -Sзначення коорД\іlіат вузлових точок R; та .S:· 
дорівнюють ± 1, а у точках, розташованих на серединах сторін, одна із коор­

ДІіlіат дор івнює нулю (рис. 2). 
Функція N; (R, S) має вигляд: 

N, (R,S) = [ (1+ RR; ) · (1 + SS;)- (1- R2) · (1+ Щ)- (1- s2) · (1 + RR;) ] х 

R? · s? ( 2) ( 2) s? ( 2) ( 2) R;
2 

х-4-+ 1- R ·(1 +S~) · 1- Ri ·z-+ 1- S · (1+ RR;} 1- S, .2 . 
(13) 
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Очевидно, що, оскільки координа1И системи R - S на rраНІЩі кожІ-юго 
елемента набуває значення ± 1, доданки, які мають множники (1 - k) та (1 -
- S), не можуть одночасно бу1И відмінними від нуля ні на якій граНІЩі. Та­
ким чином, інтерполяційні функції для восьмивузлового ізопараметричного 

елемента можна представИ1И так: 

1 N. (R,S) = - -· (1 + R)·(1+ S) ·(1 - R-S), 
4 
1 

N2 (R,S)= - 4·(1 - R)·(1+S)·(1+ R- S), 

1 
Nз (R,S) = - 4-(1 - R) · (1-S) · (1+ R+ S), 

1 N4 (R,S) = - 4-(1+ R) · (1 - S)· (1- R+ S), 

N5 (R,S) =.!._ ·(1 +8)·(1 - R2), 
2 

Nб (R,S) = і· (1- R) ·(1- s 2
) , 

N7 (R,S) = ~ - (1 - S) ·(1 - R2
) , 

N8 (R,S) = ..!_ ·(1 + R)· (1- s2 ). 
2 (14) 

Переміщення при цьсму визначаються згідно з інтерпQJJЯЦійними формулами 

8 8 
u = L, N; (R,S)· u, та V= L,N;(R,S)· V; . (15) 

i • l 

де u - переміщення в напрямі осі Z. 
Деформації через переІVІіщення виражаються за допсмогою співвідношень 

де [В] - ма1риця залежності деформації від переміщень. 

(-І. І) 

3 (-1.-1) 

R --8 

х 

Рис. 2. Чо1ШІJ1Іl~тний ізопораметричний елемент 
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Ма1риця [В] ма1ИМе вигляд 

[ В] = 

дN; О 

дх дN· 
о -' 

дN, ду 
-д дN, 

'У ­
дх 

{д;;]= [JГ~ - j~~ij, 
дN, дN, 

ду дS 

(17) 

(18) 

де: N,- функція фор!'vІИ; [J] - ма1рщя Якобі, яка визначається: 

[J ] =[~~ :~]· 
дх ду 

дS дS 

(19) 

~дN; ~дN, ] LJ- X; LJ- Y; 

[Jj = ;;t дR ;;t дR . 

" дN, " дN, 
LJ - X; LJ- y; 
і·І дS ; - 1 дS 

(20) 

ДифереІЩіали поля переміщень можна визнача1И за допомогою опе­

ратора Якобі : 

(21) 

(22) 

Ма1риця, обернена ма1рІЩі Якобі, ма1ИМе такий вигляд : 

[JГ' ~ dcll[J[ J_;, -:)~ ~ _дl_ ~ _дl_ ~ J_::x -l~}· 1 дR дR дR дS дR дS 1 дS дR 
(23) 

Напруження можна вирахува1И згідно з таким співвідношенням: 

{и} = [ D]. {s}, (24) 
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де [D] - матрІЩЯ, елемеН1И якої залежать від механічних характерис'ІИК мате­

ріалу. 
МатрІЩю жоре1кості елемеН1у [К] визначають на основі формули: 

І І 

[Kj= J J[ в] т· [ Dj · [ BjdetjJ jdRdS . (25) 
-1-1 

Оскільки функції форми N; (R, S) для всіх елементів є многочленами, 

похідні (дN, І дR) та (дN, І дS) особливостей не мають. Застосовуючи співвід­
ношення (21), (22) та (23), формулу для визначення деформацій можна запи­
сюнутак 

І {U;} {є} = [JГ ·[ В' (R,s)} v; . (26) 

Отже, виходячи із останнього виразу, для отримання синrулярної де­
формації можна вимагати сингулярності матрІЩі Якобі при вершині тріщини. 

Іншими словами, визна 'ПіНК матрІЩі Якобі det IJI повинен дорівнювати нулю 
при вершині тріщини. Цього можна досягти, переміщуючн серединні вузли 

на сторонах елемента на чверть довжини сторони. Розглянемо це питання 

докладнІше. 

Для того щоб матрІЩі елементів при вершині тріщини були сингуляр­

ними, потрібно синrулярними були вирази для {є} та {б}. Як вже вказано, 
. . . 

сингулярносТІ можна досягти, перем1щуючи серединнІ вузли на сторонах 

елемента на відстань, яка дорівнює чверті довжини сторони. На рис. 3 зобра­
жений двомірний восьми вузловий чотирикутний елемент, а на рис. 4- тес­
тивузловий трикутний елемент. Обидва вони є ізопереметричними елемента­
ми із зміщеними на чверть довжини сторони серединними вузлами на сторо­

нах, які дотичні до вершини тріщини. 

2 5 І 
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з~--~------------~4 
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Рис. З. Восмщвузловиіі Рис. 4. ШfХmивузловиіі 

'ІОІІІІІри КУІІІІІІІІЇ eJieAte/111/ ЇЗ ЗJІІЇІІ(еІ///,\1/1 mрикуІІІІІІІІЇ еле.ме/111/ із ЗJІІЇІІ(еІ///,\1/1 

середІІіАІІІ вузлами середиі,ІІи вузлшш 

Одна із важливих особливостей цих елементів полягає у тому, що во­
ни задовольняють необхідні умови сходимості [6] яку синrулярному, так і в 
несинrулярному варіантах. Ці елемеН1И на відміну від багатьох інших спеці­

альних елементів, які використовують при вершині тріщини, допускають 

опис руху як жорсжого тіла за постійної деформації, а також задовольняють 
умову неперервності переміщення. 
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Кінцево-елементний метод початкових напружень. Потрібно заува­

жити, що останнім часом досягнення в наукових роботах з механіки руйну­

вання пов'язані переважно із дослідженнями пружнопластичної поведінки 

матеріалу. Основною метою цієї публікації є розробка спрощеного методу 

складної задачі, який дасТh змогу отримати сприйнятлиВl результати за 

найменшій складності програмування. 

Практичний інтерес для рішення задачі пружнопластичного руйнуван­

ня становляТh розрахунки переміщень, напружень і деформацій на різних 

етапах навантаження, визначення розмірів пластичної зони і оцінка можли­

вості її зростання. Далі описано кінцево-елементний метод початкових нап­

ружень , який дає змогу одержати необхідні результати. 
Припускаємо, що у цьому випадку є справедливим критерій текучості 

Мізеса та закони текучості . Відповідно до цього, застосовуюТh таке припу­

щення. Нехай 8 {в} Р означає приріст пластичної деформації, тоді 

дF 
8{в} = А. д (а-) . (27) 

У цьому співвідношенні Л - коефіцієнт пропорційності, а F - функція напру­

ження. Для відомої поверхні текучості Мізеса функція F має такий вигляд: 

F = ~0,5 · ( а-х- а-у )2 + 0,5 ·( а-г a-z )2 +0,5 ·( a-z- а-х )2 + 3-rh+ Зrrx+ з-rh - <J ,(28) 

де О' - границя текучості в одновісному стані. Можна припустити, що при­

ріст деформації у процесі нескінченно малого приросту напруження скла­

дається із пружної та пластичної частини, тобто 

8 {в} = 8{в}е + Ь' {в} р· (29) 

Прирости пружноїдеформації пов'язані із приростом напруження нас­

тупним СПІВВІДНОШеННЯМ 

(ЗО) 

де {а-} - вектор напруження. Отже, приріст деформації можна записати у 

ВИГЛЯД! 

Ь'{в} = [DГ1 Ь"{а-} + д~~}Л. (З І ) 
Зручно розв'язувати наведене співвідношення та виразити прир1ст 

напруження через задані прирости деформації [7]: 

Ь"{а-} = [D].РЬ"{є} , (З2) 

де (D ieP- матриця, яка характеризує пружнопластичні властивості матеріалу. 

Ця матриця є симетричною та позитивно визначається: 

{ 
дF } { дF }т 1 

[D],p= [Dj -[D]· д{а-} · д(а-) [D ]· А +{~}т D - {~} · (ЗЗ) 
д{а-} [ ] д{а-} 
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У цьому виразі стала величина А - це параметр зміцнення. Для ідеаль­
но пластичноrо матеріалу без зміцнення величина А дорівнює нулю . У за­

гальному випадку присутності явища зміцнення величину А можна визначи­

ти, знаючи нахил кривої залежності напруження від пластичної деформації за 

заданого значення пластичної деформації. 
Під час вирішення пружнопластичної задачі розрахунок за приростах 

навантажень проводять так: 

а) задають приріст навантаження і вираховують приріст пружних напру­
жень { t. d} 1 та відповідні їм прирости деформацій { t.є'} 1 ; 

Ь) приріст напружень {ди'}1 додають до напружень {о-0}, які існують до 
початку приросту навантаження, внасшдок чого визначають напруження 

{и'} ; 

с) перевіряють умову F {о-'} < О. Якщо ця умова витримується, то продов­

жується розв'язування задачі про пружне деформування; 
d) якщо F { d} ;?: О та F { о-0} = О, в елементі процес текучості почався на по-

чатку приросту навантаження. При цьому величину {t.o-}1 визначають 
згідно з такою формулою 

{t.o-}1 = [D],p. {t.є'}1 ; 

е) вираховують напруження, причиною виникнення яких повиннІ бути 
об'ємні сили: 

{ди"} І = {t.d}I- {t.o-}I; 
j) запам'ятовують поточні значення напружень і деформацій: 

{О"} = {о-'}- {tнт"}І , 

{&} = {&'} + {дє'}І ; 

g) якщо F {d} > О, але F {о-0} < О, знаходять проміжне значення напружен­

ня, за якого починається текучІсть, І вираховують прирости напружень 

{до-}. Далі виконують дії, наведені у пункті d; 
h) вираховують вузлові зусилля для цього елемента, тобго вектор пластич­
иого навантаження, який відповідає зрівноважуючим об'ємним силам, 
згідно з формулою 

{Р}; = f[В]т {t.O""}I d(vol) , 

де vol (volume)- функціонал об'єму узагальнених поверхонь у багатомірному 

просторІ; 

1) розраховують значення {дd}2 та {дє'}2 згідно з початковими значення­
ми пружних характеристик матерІалу І навантаження; 

j) визначають поточні значення {о-} і повторюються дії, наведені у пунктах 

Ь ... і. 

Цикл розрахунків переривають лише тод~ коли вузлові зусилля, які виз­
начають відповідності до пункту h, стануть достатньо малими за величиною. 

Висновки. За результатами рішення пружнопластичних задач про по­
ширення тріщин можна зробити такі висновки. 
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1 . Розроблено метод визначення розмірів і форми rтастичної зони біля вер­
шини трішини. Задачу розв'язуватr кінцево-елеменпшм методом почат­
кових.напружень. Під час рішення застосовували восьмивузлові чотири­
кутю Ізопараметричю елементи. 

2. Застосування восьмивузлових елементів із змішенимина чверть довжи­
ни сторони середніми вузлами дає змогу за правильного розбитгя на кін­
цеві елементи отримаш позигивні .результаm. Застосовуванню такого 
сингулЯJ?ного елемента у поєднаннІ ІЗ використанням . методу рухомих 

елемеНТІв надають перевагу шд час досшдження задачІ за умови швид­

кого руйнування. 

Дослідження критерію росту тріщин і визначення .розмірів пластичної 
зони дають змогу Істотно просунутись у вир1шеню задачІ оцІНення довговІч­

ності деталей машин і транспортних засобів. 
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