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Удосконалення методики моделювання просторових коливань колії та 
рухомого складу 
 
 

Найважливішою задачею удоскона-
лення залізничного транспорту України є 
підвищення швидкостей руху поїздів [1]. 
Постійний їх ріст, підготовка напрямків, 
для руху з високими швидкостями під час 
ЕВРО – 2012 визвали увагу до забезпе-
чення плавності руху залізничних екіпа-
жей, комфортабельності їзди пасажирів, а 
також забезпеченню безпеки руху. Оскі-
льки впровадження прискореного руху в 
Україні відбувається вперше, то це приз-
вело до вивчення процесів динаміки ру-
хомого складу та колії, а це не можливо 
без експериментальних та теоретичних 
досліджень. Теоретичні дослідження ба-
зуються на багатьох методиках [2-9]. Але 
в усіх них є недоліки, які не дають мож-
ливості більш точнішого дослідження 
процесів взаємодії колії та рухомого скла-
ду при швидкостях понад 140 км/год, а 
саме: 

- вважається, що в рухомому складі 
виникають лише малі коливання, тому ви-

користовується принцип геометричної лі-
нійності, тобто 1)(;)sin(   cox . 

- не має можливості моделювання 
дисипативних та пружних характеристики 
силової взаємодії тіл, інерційних характе-
ристик тіл, як змінних у часі та змінних в 
залежності від місця розташування у ко-
лії;  

- не має можливості моделювати ко-
лію у фактичному стані за натурними об-
мірами. 

Всі перелічені вище недоліки приво-
дять до удосконалення методики моделю-
вання рейкових екіпажей. Методика мо-
делювання складається з основних насту-
пних частин. 
 

Математичне моделювання системи 
диференційних рівнянь динаміки тіла 
 

Функція, яка описує усі сили та мо-
менти сил, що діють на тіло за допомогою 
диференційних рівнянь має наступний ви-
гляд: 
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де: fxfyfz ,,  - кількість сил, що діють на 
тіло у площині xyz ,, , шт; 
    fff ,,  - кількість сил, що діють на 
тіло відносно вісей xzy 0,0,0 , шт; 
   mxmzmy ,,  - кількість моментів сил, 
що діють на тіло відносно вісей xzy 0,0,0 , 
шт; 
   FxFyFz ,,  - сили, що діють на тіло у 
площині xyz ,, , кН; 
   MxMzMy ,,  - моменти сил, що діють на 
тіло відносно вісей xzy 0,0,0 , кН∙м; 
   LzLyLx ,,  - координати сил (відносно 
центра тяжіння тіла), що діють на тіло у 
плоскості xyz ,, , м; 
   m  - маса тіла, т; 

   JzJyJx ,,  - моменти інерції тіла віднос-
но вісей xzy 0,0,0 , т∙м2; 
   )(),(),( txtytz  - лінійні координати пе-
реміщення центра тяжіння тіла у часі, м; 
   )(),(),( ttt   - кутові координати пе-
реміщення центра тяжіння тіла у часі, м. 

 
Математичне моделювання перемі-
щення будь-яких точок на тілі з ураху-
ванням геометричної не лінійності 
 

Використовуючи принцип описання 
взаємодії тіл [4] можна написати наступні 
рівняння. 

Загальна функція переміщень будь-
яких точок на тілі в часі має наступний 
вигляд: 
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Загальна функція швидкості пере-
міщень будь-яких точок на тілі в часі має 
наступний вигляд: 

 

;

)()())(cos()())(cos(

)()())(cos()())(cos(

)()())(cos()())(cos(

)(

)(

)(

































































dt
tdz

dt
tdtY

dt
tdtX

dt
tdy

dt
tdtZ

dt
tdtX

dt
tdx

dt
tdtY

dt
tdtZ

dt
tdZ

dt
tdY

dt
tdX



















 (3
) 

де:  ZYX ,,  - координати точки на 
тілі по вісі 0x, 0y, 0z, м; 

 )(),(),( tztytx  - переміщення центра 
тяжіння тіла в часі по вісям x, y, z, м; 










dt
tdz

dt
tdy

dt
tdx )(,)(,)(  - швидкість пе-

реміщення центра тяжіння тіла в часі по 
вісям x, y, z, м\с; 

 )(),(),( ttt   - кутові переміщен-
ня тіла в часі відносно вісей y, x; z, рад; 










dt
td

dt
td

dt
td )(,)(,)(   - швидкість ку-

тових переміщень тіла в часі відносно ві-
сей y, x, z, рад\с. 
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Математичне моделювання силової 
взаємодії тілі 

Функції, що описують сили між вза-
ємодіючими тілами задаються координа-

тами і описуються рівняннями напруже-
ного сплайну [10], яке має вигляд: 
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де: - параметр, який задається і 
може бути від 0 до безкінечності. Чим 
вище його значення, тим менше «прови-

сання» між точками (див. рис. 1) коефіці-
єнти К2-N-1 отримуються при вирішенні 
системи рівнянь: 
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Рівняння для знаходження коефіціє-
нтів К1 та КN 
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де L – переміщення, між тілами, м; 
],[ yx  - координати (абсциса та ор-

дината), які описують показники сили в 
характерних точках, [м, кН]; 

К – коефіцієнти напруженого сплай-
на; 

hj – різниця між хj та хj-1 при j=2..N; 

у′1 - похідна у точці х1; 
у′N - похідна у точці хN. 
Використовуючи апроксимацію си-

лової взаємодії між тілами можливо моде-
лювати більш реальний (плавний, набли-
жений до натури) процес коливань тіл. 
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Рис. 1. Приклад моделювання силового зв′язку між тілами при апроксимації хара-

ктерних точок різними видами сплайнів 
Для моделювання силової взаємодії 

між тілами (див. рис. 2), може бути вико-
ристан вираз наведений у формулі 8. 
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Рис. 2. Приклад моделювання багатолінійної пружньодисипативної функції 
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Функція «сухе тертя»: 
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;)()()( 









dt
tdzsignFtrtzktF  (9) 

де: n - загальна кількість ординат 
характерних точок, шт; 

y  - ординати характерних точок, що 
описують залежність сили від переміщен-
ня тіла, кН; 

x  - абсциси характерних точок, що 
описують залежність сили від переміщен-
ня тіла, м; 

)(tz  - переміщення тіла або двох 
взаємодіючих тіл, м; 

dt
tdz )(

 - швидкість переміщення тіла 

або двох взаємодіючих тіл, м\с2; 
Ftr  - сила сухого тертя, кН; 
k  - жорсткість зв′язка між двома ті-

лами, кН\м; 
b  - коефіцієнт дисипації зв′язка між 

двома тілами, кН∙м\с. 
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Рис. 3. Приклад моделювання функції «сухого тертя» 

 
Моделювання силового зв′язку між 

колесом та рейкою можливо записати у 
наступному вигляді: 
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де: 
;2..1,2..1,  jiFyij  - сили, що 

діють на колісну пару та рейку відносно 
вісі y , кН; 

;2..1,2..1,  jiFXij  - сили, що 
діють на колісну пару та рейку відносно 
вісі x , кН; 
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- сили, що діють на колесо або рейку 
вздовж вісі x  в точках контакту тіл, 
кН; 
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)1( 22
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 - сили, що діють на колесо або рейку 
вздовж вісі y  в точках контакту тіл кН; 
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;2..1,2..1,)( 22  jiyijxijij   

 - відносна швидкість проковзування ко-
леса по рейці; 
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 - відносна швидкість проковзування ко-
леса по рейці по вісі x ; 
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; 
2..1,2..1,,  jinijni  - кути взає-

модії колеса та рейки у точках контакту, 
рад; 

2..1,2..1,  jiRkzij  - вертикальні 
сили, що виникають між колесом та рей-
кою у точках контакту, кН; 

Rkz  - вертикальна статична сила у 
точці контакту колеса та рейки, кН; 

2..1,2..1,  jiFzij  - динамічні ве-
ртикальні сили, що виникають між коле-
сом та рейкою у точках контакту, кН; 

cpy  - жорсткість колії відносно вісі 
у, кН\м; 

nerpyt  - нерівність колії в плані, м; 
radrij   - середнє значення радіу-

са колеса, м; 
drij  - відхилення від середнього 

значення радіуса колеса, м; 
t  - час взаємодії колеса з рейкою, с; 
v  - швидкість руху колеса по рейці, 

м\с; 
s  - половина відстані між кругами 

кочення коліс, м; 
ftr  - коефіцієнт тертя колеса по 

рейці; 
;2..1,  jshirpytdnj  - ширина 

колії в точках взаємодії колеса та рейки, 
м; 

)(ty  - координата положення колеса 
у часі відносно вісі y , м; 

dt
tdy )(

 - швидкість зміни координати 

положення колеса у часі відносно вісі y , 
м\с; 

)(t  - кут повороту колеса у часі від-
носно вісі x , рад; 

dt
td )(  - швидкість зміни кута пово-

роту колеса у часі відносно вісі x , рад\с; 
)(t  - кут повороту колеса у часі ві-

дносно вісі z , рад; 

dt
td )(  - швидкість зміни кута пово-

роту колеса у часі відносно вісі z , рад\с; 
Для визначення коефіцієнтів диси-

пації у вертикальній та горизонтальній 
площині при моделюванні нахилених де-
мпферів рухомого складу можна викорис-
товувати наступне рівняння: 
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де: 0z  - відстань від верхнього до 
нижнього кріплення демпфера у вертика-
льній площині; 

0y  - відстань від верхнього до ниж-
нього кріплення демпфера у горизонталь-
ній площині; 

)(tz  - зміна відстані у вертикальній 
площині за рахунок взаємодії тіла або тіл; 

)(ty  - зміна відстані у горизонталь-
ній площині за рахунок взаємодії тіла або 
тіл; 

0k  - допоміжна величина; 
  - коефіцієнт дисипації демпфера. 
 
 

Моделювання геометрії колії 
 

Геометричні нерівності колії можуть 
бути поділені на макронерівності (проект-
не положення колії в плані та профілі) та 
на локальні нерівності (відступи від пога-
ного поточного утримання колії). Геомет-
рія колії може задаватися покоординатно 
(за натурними вимірами) у вигляді масиву 
точок апроксимованих напруженим або 
кубічним сплайном. 

Макронерівності колії поділені на 
нерівності колії в плані та профілі. Мак-
ронерівність колії в плані задається на-
ступним чином: 

- визначається радіус на інтервалі x  
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де: x - ордината положення кривої в 
плані, м; 

Rad - радіус кругової кривої, м; 

1pkl - довжина першої перехідної 

кривої, м; 

2pkl - довжина другої перехідної 

кривої, м; 

kkl - довжина кругової кривої, м; 

- після визначення радіуса для отри-
мання реального положення колії в плані 
потрібно вирішити наступне рівняння 
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де: )(xy - абсциса положення кривої 
в залежності від ординати, м. 
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Рис. 4. Приклад моделювання реального положення колії в плані з радіусом 1500 

м та перехідними кривими і круговою кривою з довжинами по 100 м 
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Рис. 5.Приклад моделювання кривизни колії при радіусі 1500 м та перехідних 
кривих і кругової кривої з довжинами по 100 м 

 
Макронерівність колії в профілі (пі-

двищення зовнішньої рейки в кривій) мо-
же бути задана наступним чином: 

 

 

;

,

,
2

3

,

,23

,

)(

44

34
34

3

2

34

3
343

232

12
12

1

2

12

1
121

11
















































































































xxy

xxx
xx
xx

xx
xxyyy

xxxy

xxx
xx
xx

xx
xxyyy

xxy

xh

 

(15) 



БУДІВНИЦТВО, РЕКОНСТРУКЦІЯ ТА ЕКСПЛУАТАЦІЯ КОНСТРУКЦІЙ І 
СПОРУД ЗАЛІЗНИЧНОГО ТРАНСПОРТУ 

 
 

 
Збірник наукових праць ДонІЗТ. 2012 №31 

 
288 

де: )(xh - підвищення рейки в зале-
жності від ординати x , м; 

11, xy  - абсциса та ордината початку 
першої перехідної кривої, м; 

22 , xy  - абсциса та ордината кінця 
першої перехідної кривої, м; 

33 , xy  - абсциса та ордината кінця 
кругової кривої, м; 

44 , xy  - абсциса та ордината кінці 
другої перехідної кривої, м; 
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Рис. 6. Приклад моделювання положення колії в профілі при підвищені 0,1 м та 

перехідних кривих і кругової кривої з довжинами по 100 м 
 
Локальна нерівність колії як у плані 

та і у профілі може бути задана покоорди-
натно (за результатами натурних вимірю-

вань) або у наступній математичній фор-
мі: 
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;tvx   
де: a - глибина нерівності колії, м; 
x - ордината нерівності, м; 
lz  - довжина нерівності, м; 
lt  - ордината початку нерівності, м; 

v  - швидкість руху тіла по нерівнос-
ті, м/с; 

t  - час переміщення тіла по нерівно-
сті, с. 

Похідна локальної нерівності для 
визначення дисипативної сили у контакті 
колесо-рейка має наступний вигляд: 
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Рис. 7. Приклад моделювання локальної нерівності колії з амплітудою 0,01 м на 
довжині 10 м з початком на 15 метрі при швидкості руху тіла по ній 50 км/год. 
 

-0.05

-0.03

-0.01

0.01

0.03

0.05

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x, с

у,
 м

/с

 
 
Рис. 8 .Приклад моделювання похідної від нерівності колії амплітудою 0,01 м на 

довжині 10 м з початком на 15 метрі зі швидкістю руху тіла по ній 50 км/год. 
 

Висновок 
 

Для проведення теоретичних розра-
хунків, для вивчення процесів динаміки 
взаємодії колії і рухомого складу, розроб-
лення нових нормативів утримання колії 
[11], а також для більш досконалого про-
ведення експериментальних досліджень 
впливу рейкових екіпажей на колію [12], 
була вище приведена удосконалена мето-
дика математичного моделювання взає-
модії колії та будь-якого рухомого складу. 

Представлена методика має наступні 
удосконалення та доповнення до раніше 
відомих тим, що можливо: 

- моделювати процеси взаємодії ко-
лії та рухомого складу без гіпотези геоме-
тричної лінійності переміщень та дефор-
мацій. Це дозволяє отримувати більш то-
чні результати ніж з використанням гіпо-
тези у кривих радіусом менше ніж 1000 
метрів та при швидкостях руху понад 140 
км/год; 

- задавати фактичний стан колії за 
результатами натурних вимірів вагона ко-
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лієвимірювача та ручної зйомки колії, що 
є особливо дуже важливим під час прове-
дення експериментальних досліджень; 

- моделювати дисипативні та пружні 
характеристики силової взаємодії тіл, іне-
рційних характеристик тіл, як змінних у 
часі та змінних в залежності від місця роз-
ташування у колії. 
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Анотації: 

 
Викладена удосконалена методика матема-

тичного моделювання рухомого складу та колії. 
Приведена методика може бути використана та 
використовувається для взаємодії колії та будь-
яких рейкових екіпажей при швидкостях руху по-
над 140 км/год 
___________________________________________ 

Приведена усовершенствованная методика 
математического моделирования подвижного со-
става и пути. Данная методика может быть ис-
пользована и используется для изучения взаимо-
действия пути и любых рельсовых экипажей при 
скоростях движения свыше 140 км/час. 
___________________________________________ 

The advanced technique of mathematical 
modelling of a rolling stock and way is resulted. The 
given technique suits studying of interaction of a way 
and any rail crews at speeds over 140 km/hour.. 

 
 




