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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПРОСТР АНСТВЕННЬІХ 

КОЛЕБАНИЙ 3ЛЕКТРОВОЗА С МОДЕРНИЗИРОВАННОЙ СХЕМОЙ 
СОЕДИНЕНИЯ КУЗОВА С ТЕЛЕЖКАМИ 

Наведено математичну модель просторових коливань 

магістрального вантажного електровоза з нетрадиційною схемою 

ресорного підвішування. Обрано розрахункову схему, визначено кількість 

ступенів свободи системи, за допомогою рівнянь Лагра11жа другого роду 

одержано диференціальні рівІІяння руху механічно/" системи "екіпаж-колія". 

The тathematical model of space oscillations of а tиrnpike cargo electric 
/ocoтotive with the пoп-tradicioпal scheme gear of sиspensioп is iпdicated The 
settleтent scheme is selected, the атоипt of degree of freedoтs of а system is de
termiпed, with help of eqиatioпs oj"the Lagraпge ofthe second kind the differential 
eqиations of тoveтent of а mechanical systeт "vehicle - track" are obtained 

На грузовЬІх злектровозах (ВЛ80, ВЛ10 и др.) широко распростране

на конструкция люлечного подвешивания, в которой совмещеНЬІ функции 

mольки и упругого злемента вертикальной связи кузова с тележками [1]. Та
кая конструкция достаточно компактна, но педостаточно надежна в зксплуа

тации [2]. При проектировании нового злектровоза Д31 У3лНИИ предложил 
схему опирания кузова на тележки, имеюшую промежуточньrе балки, с кото

рьrми связан кузов люлечньrми подвесками. Промежуточньrе балки при по

мощи пружин, воспринимаюших вертикальную нагрузку, опираютсн на рамЬІ 

тележек. Помимо зтого, рассматриваемая конструкция отличается от извест

ньrх (ВЛ80, ВЛІ О) тем, что связь кузова и тележек в продольном направления 

осуществляется при помощи наклонньrх тяг. В настоящей статье приводИтсн 

математическая модель пространственньrх колебаний злектровоза, имеющего 

отмеченпьrе вьrше особенности конструкции (рис. 1). ' 
При обьrчньІх допущеннях [3 , 4] злектровоз рассматривается как ме

ханическая система, состоящая из 15 твердьrх тел: кузова, двух рам тележек; 
четьrрех соответственно промежуточньrх балок, тяговьrх злектродвигателей 

(ТЗД) и колеснЬІх пар-и восьми масс пути, приведенньrх к точкам контакта 

колес с рельсами, которьrе перемешаются в вертикальном и горизонтальном 

поперечном направленнях. 
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Рис. 1. Расчетная схема электровоза 

Обозначшw через х, у, z перемещения тел вдоль координатных осей, а 
через 8, q>, ф - углы поворота относительно указанных осей. Положительные 
линейные перемещения - вдоль соответствующих осей, положительные утло

вые перемещения - против часовой стрелки, если смотреть с положительного 

направления соответствующей оси. В дальнейшем без индексов обозначены 

перемещения кузова, с индексом i (i = 1, 2- номер тележки)- рам тележек, с 

индексом пik- промежуrочных балок, с индексом im (m = 1, 2 - номер колес

ной пары в тележке)- колесных пар, с индексом дim- ТЭД, с индексом pimk 
- приведеиных масс пути (k = 1 - с левой стороны по ходу движения электро
воза, k = 2- с правой стороны). 

Уравнения связей, наложенных на тела системы, имеют следующий 

вид. 

Кузов и промежуrочные балки в вертикальном наnравлении связаны 

так, что 

Zmk + ( -I)k СЬто - Ьсп) enik = z + (-I)k Ь,09, q>nik = q>, (1) 
где 2Ьто - расстояние в поперечном направлении между точками крепления 

промежуточных балок к раме тележки, 2Ь,0 - то же к кузову люлечных подве

сок, bcn - расстояние в поперечном направлении от центра масс промежуточ
ной балvи до точки ее крепления к тележке. 

Связи между nромежуточными балками и рамой тележки таковы, что 
при вертикальных и горизонтальных поперечных перемещениях: 

Zmk - ( -I)k Ьсп enik = Z;, Ynik =у;, 
xnik = Х; - (- 1 )k ф; (Ьто + Ьсп), Фruk = ф;. 
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На ТЭД и колесные пары тележек наложены связи, препятствующие 

взаимным перемещениям во всех направлениях, кроме галопирования ТЭД, 

то есть 

Xдim=xim• Yдim=yim+(-l)mlцфinн (4) 

Zдim = Zim- (-l)mlц <j)дim· 8дim = eim. Фдim = фim, 
где 1 ц - расстояние в продольном направлении между центрами масс колес

ной пары и якоря ТЭД. 

Колеса движутся без проскальзывания (они принимаютел во внима

ние при определении сил псевдоскольжения) 

<p;m = xim/r (5) 
и без отрыва от рельсов 

Zpimk = Zim + { -1 )kb28iin + Mimk - Т\imk, (б) 
где 2Ь2 - расстояние в поперечном направлении между кругами катания колес. 

Итак, число уравнений связей равно 56 и система имеет 15·6+2·8-
56=50 степеней свободы. · 

Обобщенные координаты (без координат приведеиных масс рельсов 

в горизонтальной плоскости) выражаются через перемещения тел следующи

ми соотношениями: 

q1=z qz=<p, qз=8 q4=y, qs=Ф перемещения кузова, 

qn=zi (n=6,7), qn=<p1 (n=8,9), qn=8i (n=10,11), 
q0 =y; (n=l2,13), qn=ф; (n=14,15) - перемещения рам тележек, 

чn=ziiii (n=lб-19), qn=eim (n=20-23), (7) 
qn=yim (n=24-27), qn=Фim (n=28-31) - перемещения колесных пар, 

чn=xi (n=32,33), qn=xim (n=34-37), qзg=x - подергивания тел, 

qn=<pдiш (n=39-42) - продольная качка ТЭД. 

Кинетическая энергия системы найдена как сумма кинетических 

энергий всех тел [ 1] 
Т=То+Тv+ТБ+Тх+Тд+Тп, {8) 

где Т0, Тр, ТБ, Т"' Тд, Тп- кинетические энергии соответственно кузова, рам 

тележек, промежуточных балок, колесных пар, ТЭД, приведеиных масс рель

сов в точках контакта. Здесь 

1 ·' · ' ·' 1 ·' 1 ·' 1 ·' T 0 =-m(x +у +z )+-I е +-I <р +-1 ф' 
2 2' 2У 2 z 

(9) 

2 1 2 • 2 • 2 • 2 • 2 • 2 

тр = 2:Тт; =- 2:;[(mт + 2m)ll 1 lд)(х, +У;+ Z;) + Iт, е.+ (ITy + 2mдlц /lд * l:)<p; + (10) 
i=- 1 2 i.rl 

,2 

+ (Iтz + 2mдlц /!д* l~)ф; ], 
2 ' 1 2 • ' • 2 Ь • ' I • ' .·, 

ТБ = t, t, т Гiik = 2 t; {m .[2 Х; + 2 у;+ 2(I-ь )2 
Z;] + 2 ь"; Z; + 2lnz ф ;} + 

" п 
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-1.)/l.)a .. Yim фim], 
2 2 1 2 2 • 2 • • Q3) 

т.= I IT Jlim =-I L:[(m, (1 , -lц)l~ 11, + r.,. )<p,im- 2(-l)m m, (1, -lц)lц 11, Zim ч> ... ]' 
i=l m,.,J 2 i=l m:=. l 

- 2 2 2 _ _!._ 2 2 .2 2 2 ·' 2 2 ,2 (14) 
Т" - 2: L:2:Tp;mk - 2: 2:;m.[2z,., + (tg aimJ + tg a;m 2 )Y;m + (bim1 + b;m 2 )8 .. ], 

iж l m=J\.:. ... 1 2 i=1 m=l 

где lx, Iy, I" Iтх, Iту. Iтz, Iп., lпу, IПz, lкх, Iку, IКz, lдх• !Ду, IДz, m, Шт, mю mk, mд -
моменты инерции и массы соответственно кузова, рамы тележки, промежу

тоqной балки, колесной пары, ТЭД; lд- расстояние в продольном направле

нии между центром масс колесной пары и осью маятниковой подвески ТЭД, 

Ь;шk = ( -1 )k Ь2 - r tgaimk; mz - приведеиная масса пути; r - радиус колеса по 
кругу катания; a.;ntk - угол наклона плоскости, касательной к поверхности 

катания колеса в точке контакта. 

Общее выражение для кинетической энергии имеет вид 
1 • 2 • 2 • 2 • 2 • 2 • 2 2 • 2 • 2 • 2 

T= 2[azz +а.<р +а 8 8 +а,у +а,ф +ахх +:t;Caюx;+a,;z;+ a .;<p +(15) 

• z • 2 • 2 2 2 • 2 • 2 • 2 • 2 • 2 

а.; 8; +а у; У;+ а.; Ф;) + L L {arim Zim + a.Un е •. + ay;m у Un + aфim Фиn + a><im Х иn + 
i=l m=l 

• 2 2 ~ • • • • 

+ а Oдim <р д;m )] + I I (а yim +im у im ф Un + а zim oЪim z Un <р д;m ), 
p:l m =1 

где az, aq>, ае, ау, аф, ах, ayi. axi, 3:z;, aq>i> аеь 3фj, 3:zim, ayim, axim, aфim. ~дim. ayimq>дim, адk, 
3zimq>дim - инерционные коэффициенты. 

Обобщенные силы определяЮтся как коэффициенты при вариациях 
обобщенных координат в соответствующих выражениях возможной работы. 

Силы взаимодействия между колесами и рельсами в горизонтальной 

плоскости определяются по теории Картера. 

После подстановки выражений кинетической энергии и обобщенных 

сил в уравнения Лагранжа второго рода получены следующие дифференци

альные уравнения движения системы: 
•• 2 2 2 2 2 2 

а, q ,+ L L L {S~ + s~) + L Sт,; + L L (S~ok + s~ ... ) =О, {n = 1) 
i=l m=l k=l i=l i= l k = l 
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•• 2 2 2 

a~q 2 + 'L 2... 'L (-l)'{(l + (-i}'..,'a.JS~,;m~: + (1 + (-l)'.,::a.jS~mk} + 
i=l m=lk=l 

2 2 2 2 2 

+ 'L L (- 1 )i I(S ~iok + S :.iok ) + L L L ( h ko S ~,;mk + h kд S ~,;mk } + 
i=-1 k=l i=l m=l k=l 

2 

+ L (- 1) i ( h ,S Txi + 1 k S Тzi } - h а S > = О' (n = 2} 
i=l 

•• 2 2 2 

а • q , + I "L I {с - 1 } ' [с ь •• - ь '" tg 8 о } s :imk + ь kд s ~ J - ь kд s ~ } + 
i,.,l m:.ot 11: = 1 

2 2 2 

+ 'L 'L {( -1) k [( Ь ko - tg 8 0 )S ~"" + Ь kд S ~ ] - h kд S ~iok } - h k L S т~ + 
i=l 1.:=1 i=l 

2 2 

+I'LC-l)'hys""' =0, (n = 3) 
i =l 1.:=1 

•• 2 2 2 

а , q 4 + 'L L 'L [S ~.,;mk + S ~'""' + ( -1)' S ~ .. tg 8 0 ] + 
j ,._ t m = 1 k =1 

2 2 2 2 2 

+ L 'L [( -1) " S ~.ю• tg 8 0 + S ~"" ] - 'L L ( -1) ' S yu. + 'L S т,, = О, ( n = 4) 
i=l k=l i=l k=l i= l 

•• 2 2 2 

а zj q n- L L (S ~ + s ~ ) - L (S ~ziok + s ~ .. ) + s Tzi + 
m=l n=l k=l 

2 2 2 

+ L L SБтJnll< + L SДzirn =О, (n = 5 + i) 
m~t k,:.:\ m=J 

•• 2 2 2 

аФ q5 - 'L 'L 'L {( -l)k( -1);[1 + ( -l)i+ma" ]tgБ0S~ + ( -1);[1 + (-I)i+m a0 ]S~imk + 
i~l m~lk~l 

+ ( -l)k bkoS~imk + ( -l)i[l + ( -Jy+maд]S~imk + ( -l)k bkдS~пn1J-
2 2 2 

(16) 

- L L l[(-l/+itg3oS~iok +(-IYS~iok] + L (S~фi + s~ф;) + 
~k~ ~ 

2 2 2 

+ 'L 'LC-I)i+klsyik + IC-I);IkSтyi =О, (n = 5) 
i= l k~l i=l 

2 2 
m О А О 

а ~i q,- L L [(- 1) (а .s himk + а .s kzinu. ) - (h то S IOOmk + h тд S ~imk )] -
m = 1 k = 1 

2 2 2 

+ L L [h Б S 6,;mk + (- 1) m 1, S Ыimk ] + L (- 1) m 1 "S ",;m = О, (n = 7 + i) 
m=lk= l m=l 
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2 2 1. 

и,; q.- L L [( -1) ' {Ь .s~,- + ьт.s~, .... ) + hTдs:y;n>IJ- L [(-! )' (Ь .s~'"" + ьт.s~."') + 
П!~\k:::i k~J 

2 2 2 

+ h т,s:,,"" ] + L ( -1)' (h- h, )S,,, - hтSт, , - L 2:[h ,S,,.""' - ( -J)'(Ьт- ( -1)' Ь,,.)-
k• l ffi ""l k•J 

2 

- s ]- " (h s - ь s ) = о fjzimk L....J 11 nyim pm дl.lrn ' (n=9+i) 
m•l 

•• 2 2 2 

а ,., qn- L L [( -1) k tg8 0S~zimk + s~,imk + s~in>k ] - L [( -1) k tg8 0S~ok + s~iok ] + 
m=l k = l k=l 

(n = 11 + i) 
... 2 2 

a;, q.+ l:l::[-(-l)'+'"a.tg80S~71'"' +(-1)'"aoS~ ... +(-l)•ьт.s:.,'"' +(-l)'"aдS~,.. + 
m=l k =l 

2 2 

+(-l)'bтдs:,,,..]+S:;, +S=•' -(-I)'Sту)т- LL[(-l).(b, -(-l)•bдm)SБ'"'"' + 
m=l k= l 

2 

+ (-l)'"J,SБyimk]++ L[SБфim -(-l) '" JnS.!\);m ] =О, (n=lЗ+i) 
m=l 

• ~ • • 2 ~ 

а '"" q " + а , ;m •• , q "' " - L s Б>imk + s Д.n.. + L s fuimJ< = О, (13+2i+m) 
1: -- 1 " "' ' 

•• 2 2 

а •i m q n- L ( -1) k (Ь 1 - ( -1) k ь :tm )S Бrimk + L [rT l'imk - rP"' tg (). imk + 
1.: .. , k =1 . 

+ (- 1) k ь 2 s Вzimk ] = о, (n=l7 +2i+m) 

•• .. 2 

а+иn q, + aФimyim qn-4 + ,L(-l)'(Ь, -(-l)'bдm)SБШnk +(-l)mа .. SБ,;тк]+ 
k=l 

2 

+ SБфim + ( -l)"'(lд- a,.)S~m + IC -l)'(b,- ( -1)' bДm)Tximk =о, (n:;:: 25 + 2i + m) 
i=l 

•• 2 2 2 2 

а" q,- L L (S~mk + S ~x;mk )+ (-1);S1IO + L L S Бxiшk = o,(n = 31 + i) 
m <>l k=l n1 .. 1 k:·l 

• • 2 2 

а ,;m q n- L s Бximk - 0.258 , - L т~ :;:: о, (n == 31 + 2 i + т ) 
k " ' k =1 

•• 2 2 2 2 

a,q 38 +LLL(S~ +S~ )+L((-I) ' S т") +S , =O , (n = 38 ) 
1=1 m :::\ lr: =1 i:ool 
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a,pдimq.+aw.Ф.u.q._23 +(-l)mlдSцzim -Fдim(r,+rw)=O, (n=36+2i+m) 
' 

где Skriпlk (r=x,y,z) - силы, возникающие во второй ступени рессорного подве-
шивания; SБrimk (r=x,y,z) - силы, возникающие в буксовом подвешивании; S60, 

Sто - силы, передающиеся в стационарном режиме через буксовые поводки и 

через наклонные тяги соответственно; S, - СШIЪI тяги (торможения) электро

воза; r,- радиус зубчатого колеса; rш -радиус шестерни; Sтn (r=x,y,z)- СШIЪI, 

возникающие в результате взаимных перемещений точек крепления наклон

ных тяг к кузову и к рамам тележек; Sдrim (r=y,z)- СШIЪI в подвеске ТЭД; Trimk 
(r=x,y) - силы, псевдоскольжения; F дim - СШIЪI, возникающие в зацеплении ме

жду ведущей шестерней и зубчатым колесом; h - высота центра масс кузова 

над центром масс рамы тележки; h.0 , hкт, how h., hy, h", - высота центра масс 
кузова соответственно над: точками крепления люлечных подвесок к кузову, 

точками крепления подвесок к промежуточным балкам (к раме), точками 

крепления к кузову гидроамортизаторов, точками крепления к кузову наклон

ной тяги, горизонтальной поперечной осью упругого упора, осью автосцепки; 

hто - высота точек крепления к тележке люлечных подвесок над центром масс 
рамы тележки; hтд - высота точек крепления к тележке гидроамортизаторов; 

h" hв, hп - высота центра масс рамы тележки соответственно над: точкой кре
пления наклонной тяги к тележке, уровнем осей колесных пар, точкой креп

ления подвески ТЭД к раме тележки; 21 - база кузова; 2а0, 2ад. 2ап, 2lk, lт, 2lп -
расстояние в продольном направлении соответственно между: Т()ЧКами креп

ления к кузову люлечных подвесок тележки, гидроамортизаторов, крайними 

пружилами одной тележки под промежуточной балкой, точками крепления к 

кузову наклонных тяг, центром тяжести рамы тележки и точкой крепления 

наклонной тяги к тележке, осями маятниковой подвески ТЭД одной тележки; 

2Ькд, 2Ьтд - расстояме в поперечном направлении соответственно между точ-

ками крепления гидроамортизаторов к кузову и к раме тележки; 00 - угол на
клона люлечной подвески к вертикали. 

Полученная математическая модель была использована при опреде

лении рациональных параметров рессорного подвешивания электровоза ДЭ 1 
в процессе его проектирования. Проведеиные после его изготовления дина

мические ходовые испытания показали, что данные расчетов, полученные с 

использованием приведеиной математической модели, достаточно хорошо 

соответствуют результатам испытаний [5]. 
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