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ВСТУП 

Метою даних рекомендацій є допомога студенту в опануванні та система-

тизації знань дисципліни завдяки засвоєнню методики розв’язання задач. 

Видання сприяє досягненню таких очікуваних результатів навчання: об-

раховувати різні параметри руху матеріальної точки за допомогою основних 

теорем динаміки матеріальної точки; аналізувати основні теореми динаміки й 

застосовувати їх для розв’язання задач. Це допоможе кращому засвоєнню ос-

новних теоретичних понять з розділу «Динаміка матеріальної точки», зокре-

ма, визначення швидкості та прискорення будь-якого тіла під дією сил; 

отримання закону руху. 

Особливостями видання є те, що для більш поглибленого дослідження 

динаміки матеріальної точки наведено основні теоретичні відомості, деталь-

но розглянуто приклади розв’язування задач; наведено завдання для само-

стійної роботи. 

З повним теоретичним матеріалом та порядком виконання задачі можна 

ознайомитись у відповідному розділі 2-ї частини курсу «Теоретична механі-

ка» у СНД Moodle (ННЦ «Лідер»), перейшовши за посиланням: 

https://lider.diit.edu.ua/course/view.php?id=352. 

Перш ніж розпочати виконання завдання, необхідно вивчити теоретичний 

матеріал і розібрати приклади, що стосуються змісту завдання. Такі приклади 

надані в методичних вказівках (рекомендаціях) та підручниках, які пропону-

ються лектором або керівником практичних занять. 

Методичні рекомендації до виконання розрахунково-графічної роботи на 

тему «Динаміка матеріальної точки» підготовлені для студентів денної та 

безвідривної форм навчання, які є здобувачами вищої освіти за спеціальнос-

тями: 

133 Галузеве машинобудування 

Підйомно-транспортні, будівельні, дорожні, меліоративні машини та об-

ладнання 

Експлуатація та ремонт техніки Держспецтрансслужби 

141 Електроенергетика, електротехніка та електромеханіка 

Електричний транспорт 

Електромеханічні системи автоматизації та електропривод 

Електротехнічні системи електроспоживання 

192 Будівництво та цивільна інженерія 

Мости і транспортні тунелі 

Промислове і цивільне будівництво 

Архітектурне проєктування будівель і споруд 

Автомобільні дороги і аеродроми 

http://pk.diit.edu.ua/?view=static&id=29
http://pk.diit.edu.ua/?view=static&id=29
http://diit.edu.ua/faculty/vp/abituri%d1%94ntu/training-of-personnel-officers/#:~:text=%D0%9E%D1%81%D0%B2%D1%96%D1%82%D0%BD%D1%8F%20%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B3%D1%80%D0%B0%D0%BC%D0%B0%3A-,%D0%95%D0%BA%D1%81%D0%BF%D0%BB%D1%83%D0%B0%D1%82%D0%B0%D1%86%D1%96%D1%8F%20%D1%82%D0%B0%20%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%BE%D0%BD%D1%82%20%D1%82%D0%B5%D1%85%D0%BD%D1%96%D0%BA%D0%B8%20%D0%94%D0%B5%D1%80%D0%B6%D1%81%D0%BF%D0%B5%D1%86%D1%82%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%81%D1%81%D0%BB%D1%83%D0%B6%D0%B1%D0%B8,-%D0%9F%D1%96%D0%B4%D0%B3%D0%BE%D1%82%D0%BE%D0%B2%D0%BA%D0%B0%20%D1%84%D0%B0%D1%85%D1%96%D0%B2%D1%86%D1%96%D0%B2%20%D0%B7
http://pk.diit.edu.ua/?view=static&id=11
http://pk.diit.edu.ua/?view=static&id=22
http://pk.diit.edu.ua/?view=static&id=21
http://pk.diit.edu.ua/?view=static&id=20
http://pk.diit.edu.ua/?view=static&id=33
http://pk.diit.edu.ua/upload/files/%D0%9E%D0%9F%D0%9F/192_%D0%90%D0%9F_%D0%91%D0%B0%D0%BA%D0%B0%D0%BB%D0%B0%D0%B2%D1%80.pdf
http://pk.diit.edu.ua/?view=static&id=129
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Відновлення та будівництво штучних споруд на об’єктах національної 

транспортної системи 

Будівництво та експлуатація будинків і споруд спеціального та загаль-

новійськового призначення 

273 Залізничний транспорт 

Локомотиви та локомотивне господарство 

Вагони та вагонне господарство 

Залізничні споруди та колійне господарство 

Відновлення та будівництво об’єктів національної транспортної системи 

Морально-психологічне забезпечення підрозділів Держспецтрансслужби 

274 Автомобільний транспорт 

Автомобілі та автомобільне господарство 

 

Критерії оцінювання розрахунково-графічної роботи 

Критерії Бали 

1. Вибрати об’єкт дослідження та систему відліку, показати сили, які 

діють на матеріальну точку. 3…5 

2. Скласти диференціальне рівняння руху матеріальної точки та  

визначити початкові умови її руху. 3…5 

3. Проінтегрувати диференціальні рівняння та знайти закон руху ма-

теріальної точки. 3…5 

4. Захист розрахунково-графічної роботи. 3…5 

 Сума балів 12…20 

http://diit.edu.ua/faculty/vp/abituri%d1%94ntu/training-of-personnel-officers/#:~:text=%D0%91%D1%83%D0%B4%D1%96%D0%B2%D0%BD%D0%B8%D1%86%D1%82%D0%B2%D0%BE%20%D1%82%D0%B0%20%D0%B5%D0%BA%D1%81%D0%BF%D0%BB%D1%83%D0%B0%D1%82%D0%B0%D1%86%D1%96%D1%8F%20%D0%B1%D1%83%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%BA%D1%96%D0%B2%20%D1%96%20%D1%81%D0%BF%D0%BE%D1%80%D1%83%D0%B4%20%D1%81%D0%BF%D0%B5%D1%86%D1%96%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE%D0%B3%D0%BE%20%D1%82%D0%B0%20%D0%B7%D0%B0%D0%B3%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE%D0%B2%D1%96%D0%B9%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%BE%D0%B2%D0%BE%D0%B3%D0%BE%20%D0%BF%D1%80%D0%B8%D0%B7%D0%BD%D0%B0%D1%87%D0%B5%D0%BD%D0%BD%D1%8F.
http://diit.edu.ua/faculty/vp/abituri%d1%94ntu/training-of-personnel-officers/#:~:text=%D0%91%D1%83%D0%B4%D1%96%D0%B2%D0%BD%D0%B8%D1%86%D1%82%D0%B2%D0%BE%20%D1%82%D0%B0%20%D0%B5%D0%BA%D1%81%D0%BF%D0%BB%D1%83%D0%B0%D1%82%D0%B0%D1%86%D1%96%D1%8F%20%D0%B1%D1%83%D0%B4%D0%B8%D0%BD%D0%BA%D1%96%D0%B2%20%D1%96%20%D1%81%D0%BF%D0%BE%D1%80%D1%83%D0%B4%20%D1%81%D0%BF%D0%B5%D1%86%D1%96%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE%D0%B3%D0%BE%20%D1%82%D0%B0%20%D0%B7%D0%B0%D0%B3%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE%D0%B2%D1%96%D0%B9%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%BE%D0%B2%D0%BE%D0%B3%D0%BE%20%D0%BF%D1%80%D0%B8%D0%B7%D0%BD%D0%B0%D1%87%D0%B5%D0%BD%D0%BD%D1%8F.
http://pk.diit.edu.ua/?view=static&id=27
http://pk.diit.edu.ua/?view=static&id=28
http://pk.diit.edu.ua/?view=static&id=32
http://diit.edu.ua/faculty/vp/abituri%d1%94ntu/training-of-personnel-officers/#:~:text=%D0%92%D1%96%D0%B4%D0%BD%D0%BE%D0%B2%D0%BB%D0%B5%D0%BD%D0%BD%D1%8F%20%D1%82%D0%B0%20%D0%B1%D1%83%D0%B4%D1%96%D0%B2%D0%BD%D0%B8%D1%86%D1%82%D0%B2%D0%BE%20%D0%BE%D0%B1%E2%80%99%D1%94%D0%BA%D1%82%D1%96%D0%B2%20%D0%BD%D0%B0%D1%86%D1%96%D0%BE%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE%D1%97%20%D1%82%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%81%D0%BF%D0%BE%D1%80%D1%82%D0%BD%D0%BE%D1%97%20%D1%81%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B8.
http://diit.edu.ua/faculty/vp/abituri%d1%94ntu/training-of-personnel-officers/#:~:text=%D0%9C%D0%BE%D1%80%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE%2D%D0%BF%D1%81%D0%B8%D1%85%D0%BE%D0%BB%D0%BE%D0%B3%D1%96%D1%87%D0%BD%D0%B5%20%D0%B7%D0%B0%D0%B1%D0%B5%D0%B7%D0%BF%D0%B5%D1%87%D0%B5%D0%BD%D0%BD%D1%8F%20%D0%BF%D1%96%D0%B4%D1%80%D0%BE%D0%B7%D0%B4%D1%96%D0%BB%D1%96%D0%B2%20%D0%94%D0%B5%D1%80%D0%B6%D1%81%D0%BF%D0%B5%D1%86%D1%82%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%81%D1%81%D0%BB%D1%83%D0%B6%D0%B1%D0%B8.
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1. ОСНОВНІ ТЕОРЕТИЧНІ ПОНЯТТЯ 

Теоретична або загальна механіка – це наука, яка вивчає загальні зако-

ни рівноваги, руху та взаємодії матеріальних точок і твердих тіл. 

Матеріальна точка – це матеріальне тіло, яке має масу, але формою і ро-

змірами якого можна знехтувати. 

Тверде тіло в теоретичній механіці не характеризується його агрегатним 

станом (газ, рідина, тверде тіло). У цьому тілі відстань між двома будь-якими 

точками не змінюється ні під час руху, ні при діючих на нього силах – далі, 

коли ми говоримо про тіло, то маємо на увазі таке тверде тіло. 

Сила – це узагальнене поняття, яке характеризує міру взаємодії двох ма-

теріальних точок чи тіл. Загальним поняттям, що визначає стан та зміну тіла 

в результаті різних фізичних процесів, є енергія. Теоретична механіка вияв-

ляє зв’язок сили з енергією, тобто дозволяє знаходити сили, які виникають 

при будь-яких фізичних процесах. Сила характеризується точкою прикла-

дання, величиною і напрямком. 

Теоретична механіка є частиною теоретичної фізики, це основа інших ро-

зділів механіки: опору матеріалів, теорії пружності, гідродинаміки, теорії 

пластичності, теорії машин і механізмів та багатьох інших наук. 

Теоретична механіка вивчає найпростішу форму руху – механічний рух, 

тобто зміну положення твердих тіл у просторі і часу та причини цих змін. 

Щоб визначити положення тіла у просторі вводиться поняття системи 

відліку. Системою відліку називається визначена частина простору, яка 

зв’язана з сукупністю нерухомих тіл відліку (тобто тіл, відносно яких вив-

чається зміна положення точки чи тіла) та годинником, що призначений для 

вимірювання часу у цій системі; за початок відліку приймається точка, 

пов’язана з нерухомим тілом. Положення точки відносно початку відліку ха-

рактеризується напрямком і числом – відстанню; таке визначення називаєть-

ся векторним способом. Векторне визначення положення точки компактне і 

зручно до проведення різних математичних перетворень за допомогою пра-

вил векторної алгебри і графіки. 

Для проведення алгебраїчних розрахунків (аналітичного отримання ре-

зультату) використовується координатний спосіб. Для чого обирається сис-

тема декартових координат  , ,x y z , визначається положення матеріальної 

точки, складаються диференціальні рівняння в проекціях на осі. В результаті 

інтегрування цих рівнянь отримується закон руху матеріальної точки. 

 

1.1. Диференціальні рівняння руху матеральної точки. 

 

Рух точки визначається її положенням у просторі. Згідно з першим зако-

ном динаміки вільна точка рухається рівномірно та прямолінійно без дії на 

неї будь-яких сил. Згідно з другим законом Ньютона m a F  , коли взагалі 
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сила F може бути функцією часу, координат і швидкості рухомої точки 

 , ,F F t r V , а прискорення дорівнює першій похідній від швидкості руху 

точки; для визначення швидкості точки та закону її руху треба розв’язати 

диференціальне рівняння руху точки. 

Можна записати диференціальні рівняння руху для вільної та невільної 

матеріальної точки: 

а) Диференціальні рівняння руху точки у декартових координатах задаються 

рівняннями: 

  1x f t ,  2y f t ,  3z f t . (1.1) 

Прискорення точки в проєкціях на осі , ,x y z  запишемо так: 

 
2 2 2

2 2 2
, ,x y z

d x d y d z
a x a y a z

dt dt dt
      . (1.2) 

Використовуючи вирази проєкцій прискорень (1.2) та проєкцій сил на ко-

ординатні осі kxF , kyF , kzF  (літера k  – це кількість сил, які діють на матеріаль-

ну точку) на підставі основного закону механіки представимо диференціальні 

рівняння руху вільної матеріальної точки у декартових координатах. 

 kxmx F , kymy F , kzmz F . (1.3) 

Якщо розглядається рух невільної матеріальної точки, то до проєкції сил 

( , ,kx ky kzF F F ), що викликають рух точки, треба додати проєкції реакцій в’язів 

( , ,kx ky kzN N N ), які обмежують рух точки. Тобто 

 kx kxmx F N   , ky kymy F N   , kz kzmz F N   . (1.4) 

б) Диференціальні рівняння руху точки у проєкціях на природні осі. 

Зпроєктуємо векторне рівняння m a F   на натуральні осі  , n , b , тобто 

на дотичну  , головну нормаль n , бінормаль b . Використовуючи вирази 

dV
a

dt
  , 

2

n

V
a 


, 0ba  , одержимо диференціальні рівняння руху вільної 

матеріальної точки у проєкціях на природні осі. 

 k

dV
m F

dt
 , 

2

kn

V
m F


 , 0 kbF , (1.5) 

де V  – швидкість точки; 
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  – радіус кривизни. 

Якщо розглядається рух невільної матеріальної точки, то до проєкцій сил 

kF  , knF , kbF  треба додати проєкції реакцій в’язів kN  , knN , kbN , що обмежу-

ють рух точки, та одержимо диференціальне рівняння руху для невільної ма-

теріальної точки на природні осі: 

 k k

dV
m F N

dt
    , 

2

kn kn

V
m F N 


  , 0 kb kbF N   . (1.6) 

1.2. Дві задачі динаміки точки. 

 

При дослідженні руху матеріальної точки розглядаються дві основні за-

дачі динаміки – пряма та зворотна. 

Перша (пряма) задача. Знаючи закон руху матеріальної точки маси m , 

знайти діючі на неї сили. 

1. Рух точки задається рівняннями у декартових координатах  1x f t , 

 2y f t ,  3z f t . Якщо двічі продиференціювати ці співвідношення за ча-

сом, то одержимо проєкції прискорення на осі координат, які записані у 

формі (1.2). 

Тоді на підставі другого закону Ньютона m a F  , проєкцію рівнодіючої  

сил F знаходимо з диференціальних рівнянь: 

 
2

2x

d x
F m

dt
 , 

2

2y

d y
F m

dt
 , 

2

2z

d z
F m

dt
 . (1.7) 

Отже, модуль рівнодійної сили буде мати вигляд: 

 
2 2 2

2 2 2

2 2 2x y z

d x d y d z
F F F F m

dt dt dt
      . (1.8) 

2. Рух точки задається в натуральній формі. 

Застосовуючи проєкції рівнодіючої сили: 

 F ms  , 
2

n

s
F m


, (1.9) 

( s  – дугова координата; перша та друга похідна від неї: s  – швидкість та s  – 

прискорення матеріальної точки), модуль рівнодіючої запишемо як: 

 
2 2

nF F F  . (1.10) 
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Таким чином, розв’язання першої задачі динаміки зводиться до знахо-

дження проєкції прискорень, складання диференціальних рівнянь руху мате-

ріальної точки, обчислення величин сил. 

 

Методика розв’язання першої задачі динаміки точки: 

1) обрати систему відліку; 

2) зобразити поточне положення точки; 

3) визначити проєкції прискорення точки; 

4) скласти рівняння руху точки відповідно до обраної системи відліку; 

5) розв’язати рівняння відносно невідомих величин. 

 

Друга (зворотна) задача. Знаючи масу точки, її початкове положення, по-

чаткову швидкість і рівнодійну діючих на точку сил, знайти рівняння руху 

точки  1x f t ,  2y f t ,  3z f t . Тобто, виразити її координати як функ-

цію часу. При цьому сила може бути задана як F const ,  F f t , 

 F f V ,  F f s . Взагалі сили можуть бути одночасно функціями часу t , 

швидкості V  та відстані s . 

Методика розв’язання другої (зворотної) задачі динаміки точки: 

1) обрати об’єкт дослідження; 

2) зобразити його в поточному положенні; 

3) ввести систему відліку, осі якої зображуємо на рисунку; 

4) визначити початкові умови руху точки; 

5) зобразити на рисунку активні сили та реакції в’язей; 

6) скласти диференціальні рівняння руху точки; 

7) проінтегрувати отримані рівняння руху; 

8) використовуючи початкові умови і отриманий загальний розв’язок, ви-

значити сталі інтегрування; 

9) записати кінематичний закон руху матеріальної точки. 

 

1.3. Інтегрування диференціальних рівнянь прямолінійного руху точки в 

окремих випадках: 

а) Інтегрування диференціального рівняння руху матеріальної точки у 

випадку сталої сили. 

Диференціальне рівняння руху точки при xF const  має вигляд: 

 xmx F  (1.12) 

або 

 x
x

dV
m F

dt
  або x xmdV F dt . (1.13) 
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Будемо вважати, що початкова швидкість співпадає з напрямком сили. 

Тому рух точки буде прямолінійним. Спрямуємо вісь x  в напрямку руху і 

будемо розглядати рух точки вздовж цієї осі. Визначимо початкові умови 

при: 

 0t  , 0x x , 0 0xx V . (1.14) 

Проінтегруємо рівняння (1.13) при початкових умовах (1.14) 

 
0 0

x

x

V t

x x
V

mdV F dt   (1.15) 

або 

 0x x xmV mV F dt  . (1.16) 

Це рівняння визначає швидкість точки, тобто 

 0
x

x x

F
V V t

m
  . (1.17) 

Пропишемо xV  через 
dx

dt
 і одержимо 

 0
x

x

dx F
V t

dt m
      або    0

x
x

F
dx V t dt

m

 
  
 

. (1.18) 

Проінтегруємо ліву частину рівняння в межах від 0x  до x , а праву від 0  

до t  

 
0

0
0

x t
x

x
x

F
dx V t dt

m

 
  

 
    

і отримаємо 

 
2

0 0
2

x
x

F t
x x V t

m
    або 

2

0 0
2

x
x

F t
x x V t

m
   . (1.19) 

Це рівняння визначає рівноприскорений рух точки. Відношення xF

m
 є по-

стійним прискоренням xa , яке має точка у випадку дії сталої сили. 
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б) Інтегрування диференціального рівняння руху матеріальної точки у 

випадку змінної сили, яка залежить від часу. 

Нехай матеріальна точка рухається вздовж осі x під дією змінної сили, яка 

залежить від часу  xF f t . Тоді диференціальне рівняння руху можна напи-

сати так: 

 x
x

dV
m F

dt
  або x xmdV F dt .  

Проінтегруємо це рівняння у відповідних межах, тобто ліву частину від 

0V  до 0 xV , праву від 0  до t , і одержимо 

 0
0 0

( )
t t

x x xmV mV F dt f t dt    .  

Оскільки функція  f t  відома, то інтеграл можна обчислити як деяку 

функцію часу t , яку позначимо через  xS t . Тоді 

 0 ( )x x xmV mV S t  , (1.20) 

де 0,x xmV mV  – кількість руху точки в кінцевому і початковому станах; ( )xS t  

– імпульс сили. 

Звідси xV  дорівнює 

  0

1
x x xV V S t dt

m
  . (1.21) 

Це рівняння визначає швидкість точки, як функцію від часу t . Вважаючи 

x

dx
V

dt
 , одержимо 

  0

1
x x

dx
V S t

dt m
  ,  0

1
x xdx V dt S t dt

m
  .  

Нехай початкова абсциса точки при 0t   дорівнює 0x . Тоді проінтегрує-

мо ліву частину останнього рівняння в межах від 0x  до x , а праву – від 0  до 

t :   0 0

1 t

x x
t

x x V t S t dt
m

     або 

  0 0

1 t

x x
t

x x V t S t dt
m

    . (1.22) 
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Це рівняння є законом руху точки під дією змінної сили, яка залежить від 

часу. 

в) Інтегрування диференціального рівняння руху матеріальної точки у 

випадках змінної сили, яка залежить від положення точки. 

Нехай матеріальна точка рухається вздовж осі x під дією змінної сили 

 xF f x , яка залежить від абсциси x  точки (де  f x  – деяка функція). Тоді 

диференціальне рівняння руху (1.12) можна написати так: 

 x
x

dV dx
m F

dt dx
  . (1.23) 

Виразимо 
dx

dt
 через xV  і одержимо x

x x

dV
mV F

dx
  . 

Звідси x x xmV dV F dx   . 

Нехай 0x  і 0 xV  є відповідно абсциса та швидкість точки в початковий мо-

мент часу (при 0t  ). Проінтегруємо рівняння (1.23) у відповідних межах, 

тобто ліву частину від 0V  до 0 xV , праву від 0x  до x : 

  
0 0

2 2

0 1 1

2 2

x x
x x

x
x x

V V
F dx f x dx

m m
    . (1.24) 

Функція  f x  відома, тому інтеграл можна обчислити як деяку функцію 

від положення x та позначити її через  A x , тоді 

  2 2

0

2
x xV V A x

m
   ,  

звідки 

  2

0

2
x xV V A x

m
    . (1.25) 

Ця формула визначає швидкість точки як функцію її абсциси x . Вирази-

мо xV  через 
dx

dt
 та розділимо змінні інтегрування. Тоді 

 

 2

0

2
x

dx
dt

V A x
m

 

 

, (1.26) 
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Проінтегруємо ліву частину рівняння (1.26) в межах від 0x  до x , а праву 

від 0  до t : 

 

 0 02

0

2

x t

x

x

dx
dt

V A x
m

 

 

  . (1.27) 

Це рівняння встановлює залежність між x  і t . Виконаємо інтегрування і 

розв’яжемо одержане рівняння відносно x . 

Знайдемо рівняння руху точки в кінцевому вигляді:  x t  . 

г) Інтегрування диференціального рівняння руху матеріальної точки у ви-

падку змінної сили, яка залежить від швидкості. 

Нехай матеріальна точка рухається вздовж осі x  під дією змінної сили 

 xF f V , яка залежить від швидкості точки. 

Нехай m const ,  xF f V . У цьому випадку можна запропонувати два 

способи інтегрування диференціального рівняння руху точки. 

Перший спосіб: Запишемо диференціальне рівняння руху точки 

  x
x V

dV
m

t
F

d
f .  

Розділивши змінні, напишемо 

 
 

x t
f

dV

V
m d .  

Проінтегруємо ліву частину в межах від 0 xV  до V , а праву – від 0  до t : 

 
 

0 0

x

x

V t
x

V

m dV
dt

f V


  . (1.28) 

Розв’яжемо одержане рівняння відносно V  і знайдемо швидкість як деяку 

функцію часу 

  x

dx
V t

dt
   . (1.29) 

Повторивши інтегрування, знайдемо абсцису x  як функцію часу: 

  
0 0

x t

x

dx t dt     (1.30) 
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або 

  0

t

t

x x t dt   . (1.31) 

Це рівняння встановлює залежність між x  і t . 

 

Другий спосіб: Запишемо диференціальне рівняння руху точки: 

  x
x

dV dx
m F f V

dx dx
   .  

або 

  x
x x

dV
mV F f V

dx
   .  

 

Розділимо змінні 

 
 

x xmV dV
dx

f V


 . (1.32) 

Проінтегруємо ліву частину рівняння в межах від 0 xV  до xV , а праву – від 

0x  до x : 

 
 

0

0

x

x

V
x x

V

mV dV
x x

f V


   . (1.33) 

Розв’яжемо отримане рівняння відносно V . Знайдемо швидкість як деяку 

функцію від x :   x

dx
V x

dt
   . 

Звідси   
 
dx

dt
x




  або 

 
 

0

x

x

dx
t

x



 . (1.34) 

Це рівняння встановлює залежність між x  і t . 
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2. ЗАВДАННЯ ДЛЯ РОЗРАХУНКОВО-ГРАФІЧНОЇ РОБОТИ 

Вантаж D  масою m , отримавши в точці A  початкову швидкість 0V , ру-

хається по зігнутій трубі ABC , розташованій в вертикальній площині; ділян-

ки труби або обидві похилі, або одна горизонтальна, а друга похила (рис. 2.1, 

схеми 0 – 9, таблиця 2.1). 

На ділянці AB  на вантаж може діяти постійна сила Q , її напрямок пока-

зано на рис. 2.1; тертям вантажу по трубі на ділянці AB  нехтувати. 

В точці B  вантаж D , не змінюючи своєї швидкості, переходить на ділян-

ку BC  труби. На нього діють сила тертя ТF  (коефіцієнт тертя вантажу по 

трубі 0,2f  ), сила тяжіння P , сила опору середовища 2R V  (залежить 

від швидкості V вантажу, спрямована проти руху;   див. табл. 2.1) і змінна 

сила F , проєкція якої xF  на ось x  задана в табл.  2.1. 

Вважаючи вантаж матеріальною точкою і знаючи відстань AB   або час 

1t  руху вантажу від точки A  до точки B , знайти закон руху вантажу на діля-

нці BC , тобто  x f t , де x BD  – це відстань від точки B  до положення 

вантажу D  в залежності від часу t . 

Вказівки. Для розв’язання задачі спочатку потрібно скласти та проінтег-

рувати диференціальне рівняння руху точки (вантажу) на ділянці AB , врахо-

вуючи початкові умови. Потім, знаючи час руху вантажа на ділянці AB  або 

довжину цієї ділянки, визначити швидкість вантажу в точці B . Ця швидкість 

буде початковою для руху вантажа на ділянці BC . Після цього потрібно 

скласти та проінтегрувати диференціальне рівняння руху вантажа на ділянці 

BC  з врахуванням початкових умов. Відлік часу брати від моменту, коли 

вантаж знаходиться в точці B , і вважати в цей момент 0t  . При інтегруван-

ні рівняння руху на ділянці AB  у випадку, коли задана довжина , доцільно 

перейти до змінної x , враховуючи, що x x
x

dV dV
V

dt dx
 . 

Схеми 

 
схема 0 схема 1 
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схема 2 схема 3 

 
 

схема 4 схема 5 

 
 

схема 6 схема 7 

 
 

схема 8 схема 9 

Рис. 2.1 
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Таблиця 2.1 

Номер 

схеми 

m , 

кг 
0V , 

м/с 

Q , 

H 

R , 

H 

, 

м 
1t , 

c 
xF , H 

 , 

кг/м 

0 2 20 6 20,4V  – 2,5  2sin 4t  0,4 

1 2,4 12 6 20,8V  1,5 – 6t  0,8 

2 4,5 24 9 20,5V  – 3  3sin 2t  0,5 

3 6 14 22 20,6V  5 2  3cos 2t  0,6 

4 1,6 18 4 20,4V  – 2  4cos 4t  0,4 

5 8 10 16 20,5V  4 –  6cos 2t  0,5 

6 1,8 24 5 20,3V  – 2 29t  0,3 

7 4 12 12 20,8V  2,5 –  8cos 4t  0,8 

8 3 22 9 20,5V  – 3  2cos 2t  0,5 

9 4,8 10 12 20,2V  4 –  6sin 4t  0,2 

Приклад 1 

На рис. 2.2 показана труба ABС , яка має вертикальну ділянку AB  і похи-

лу ділянку BC  (нахилена під кутом   до горизонтальної площини). Вантаж 

D  масою 2m   кг починає рух з ділянки AB  під дією сил тяжіння P  та опо-

ру R  ( 2R V , де 0,4   кг/м). Відстань від точки A  (в якій 0 5V V   м/с) 

до точки B  дорівнює 2,5  м. На похилій ділянці BC  на вантаж діють сила 

тяжіння P , змінна сила  F F t  і сила тертя TF  (коефіцієнт тертя вантажу 

по поверхні 0,2f  ). 

 
Рис. 2.2 
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Визначити закон руху вантажу  x f t  на ділянці BC . 

 

Розв’язання 

 

1.1. Розглянемо рух вантажа на ділянці AB , вважаючи вантаж матеріа-

льною точкою. 

Покажемо вантаж D  (в довільному положенні) і діючі на нього сили 

P mg  і R  (рис. 2.3). 

 
Рис. 2.3 

 

Проведемо ось z  і складемо диференціальне рівняння руху вантажу в 

проєкції на неї: 

 
2

2 kz

d z
m F

dt
     або    z z z

z z z

dV dV dz dV
m m mV P R

dt dt dz dz
     . (2.1) 

Запишемо zP P mg  , 2

zR R V    . Важливо, що в рівнянні всі змінні 

сили потрібно обов’язково виразити через величини, від яких вони залежать. 

Враховуючи, що zV V , отримаємо 

 2dV
mV mg V

dz
      або    2dV mg

V V
dz m

 
  

 
. (2.2) 

Для скорочення записів введемо позначення 
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 0,2k
m


   м-1,       50

mg
n  


 м2/c2, (2.3) 

де при підрахунку прийнято 10g   м/с2. Тоді рівняння (2.2) можна предста-

вити у вигляді 

  22 2
dV

V k V n
dz

        або    
2

2
2

VdV
kdz

V n
 


. (2.4) 

Проінтегруємо обидві частини 

  2

1ln 2V n kz C    , (2.5) 

де 1C  – стала інтегрування, яка знаходиться згідно з початковими умовами 

при 0z   та 0V V  

  2

1 0lnC V n    

і з рівняння (2.5) знайдемо 

    2 2

0ln 2 lnV n kz V n         або       2 2

0ln ln 2V n V n kz     .  

Звідси 

 
2

2

0

ln 2
V n

kz
V n


 


    або    

2
2

2

0

kzV n
е

V n





.  

В результаті знаходимо 

  2 2 2

0

kzV n V n e   . (2.6) 

Вважаючи, що 2,5z    м і підставляючи до k  і n  їх значення з (2.3), 

знайдемо BV  – швидкість вантажу в точці B  ( 0 5V   м/с, число 2,7e  ): 

 2 25
50 40,7BV

е
          і      6,4BV   м/с. (2.7) 

1.2. Розглянемо рух вантажа на ділянці BC . 
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Покажемо на рис. 2.4 вантаж D  (в довільному положенні ) і діючі на ньо-

го сили P mg , N , TF , проекція змінної сили  F F t  на ось x  задана як 

 16sin 4xF t . 

 
Рис. 2.4 

 

Знайдена швидкість BV  буде для руху на цій ділянці початковою швидкі-

стю  0 BV V . Проведемо з точки B  осі x  і y , складемо диференціальне рів-

няння руху вантажу в проєкції на ось x : 

 x
x x Тx x

dV
m P N F F

dt
        або    sinx

Т x

dV
m mg F F

dt
    , (2.8) 

де ТF fN  – добуток коефіцієнта тертя f  на реакцію поверхні N . 

Для знаходження N  складемо рівняння проєкцій всіх сил на ось y . Так 

як 0ya  , одержимо 0 cosN mg    , звідки cosN mg   . Отже 

cosТF fmg   . Крім того,  16sin 4xF t  і рівняння (2.8) матиме вигляд: 

    sin cos 16sin 4xdV
m mg f t

dt
     .  

Розділимо обидві частини рівняння на m і запишемо 

    
16

sin cos sin 4xdV
g f t

dt m
     . (2.9) 
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Результати обчислення    0 0sin cos sin30 0,2cos30 3,2g f g       і 

16 16
8

2m
   підставимо до (2.9) та отримаємо 

  3,2 8sin 4xdV
t

dt
  . (2.10) 

Помножимо обидві частини рівняння (2.10) на dt  і проінтегруємо: 

   23,2 2cos 4xV t t C   , (2.11) 

де 2C  – стала інтегрування. 

Для визначення 2C  врахуємо початкові умови руху вантажа на ділянці 

BC . Коли вантаж перебуває в точці B , приймаємо 0t  . Тоді 0 BV V V  , де 

BV  задається рівнянням (2.7). Підставляючи ці величини до (2.11), одержимо 

 2 2cos0 6,4 2 8,4ВC V     .  

Тоді рівняння (2.11) прийме вигляд 

  3,2 2cos 4 8,4x

dx
V t t

dt
    . (2.12) 

Помноживши обидві частини рівняння (2.12) на dt  і знову проінтегрува-

вши його, запишемо 

  2

31,6 0,5sin 4 8,4x t t t C    , (2.13) 

де 3C  – стала інтегрування. 

Так як при 0t   – 0x  , то 3 0C   і остаточно закон руху вантажу буде 

  21,6 8,4 0,5sin 4x t t t   , (2.14) 

де x  – в метрах, t  – в секундах. 

Приклад 2 

На рис. 2.5 показана труба ABС , яка має дві похилі ділянки AB  і BC  

(нахилені під кутом   до горизонтальної площини). Вантаж D  масою 

3m   кг починає рух з ділянки AB  під дією сил тяжіння P , опору R  



22 

 

( 2R V , де 0,5   кг/м) та сталої сили 9Q   Н. Час руху від точки A  (в 

якій 0V V ) до точки B  дорівнює 3t   с. На ділянці BC  на вантаж діють си-

ла тяжіння P , змінна сила  F F t  і сила тертя TF  (коефіцієнт тертя ванта-

жу по поверхні 0,2f  ). 

 
Рис. 2.5 

 

Визначити закон руху вантажу  x f t  на ділянці BC . 

 

Розв’язання 

 

2.1. Розглянемо рух вантажа на ділянці AB , вважаючи вантаж матеріа-

льною точкою. 

Покажемо вантаж D  (в довільному положенні) і діючі на нього сили 

P mg , R , Q , N  (рис. 2.6). 

 

 
Рис. 2.6 

 

Проведемо ось z  і складемо диференціальне рівняння руху вантажу в 

проєкції на неї: 

 
2

2 kz

d z
m F

dt
         або       z

z z z z

dV
m P R N Q

dt
    . (2.15) 
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Запишемо cos60zP P mg   , 2 0,5zR R V V      , 9zQ Q  , 0zN  . 

Важливо, що в рівнянні всі змінні сили потрібно обов’язково виразити через 

величини, від яких вони залежать. Враховуючи, що zV V , отримаємо 

 cos60 9 0,5
dV

m mg V
dt

         або    
9 0,5

0,5
dV

g V
dt m m

     , (2.16) 

де при підрахунку прийнято 10g   м/с2. 

Підставимо значення 0,5   кг/м до (2.16) і отримаємо 

 2 0,17
dV

V V
dt

   . (2.17) 

Розділимо змінні 
 2 0,17

dV
dt

V


 
 і перетворимо цей вираз таким чином 

 
 

0,17
11,8

dV
dt

V
 


. (2.18) 

Проінтегруємо (2.18) і отримаємо 

   1ln 11,8 0,17V t C    , (2.19) 

де 1C  – стала інтегрування, яка знаходиться згідно з початковими умовами 

при 0t   та 0V V  

  1 0ln 11,8C V    

і з рівняння (2.19) знайдемо 

    0ln 11,8 0,17 ln 11,8V t V         або       0ln 11,8 ln 11,8 0,17V V t     .  

Звідси 

 
0

11,8
ln 0,17

11,8

V
t

V


 


    або    0,17

0

11,8

11,8

tV
e

V





.  

В результаті 

   0,17

011,8 11,8 tV V e    . (2.20) 
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При 3t   с початкова швидкість дорівнює 0 22V   м/с та враховуючи, що 
0,17 0,17 3 0,6te e    , знайдемо: 

  11,8 22 11,8 0,6 8,48BV V        м/с.  

2.2. Розглянемо рух вантажа на ділянці BC . 

Знайдена швидкість BV  буде для руху на цій ділянці початковою швидкі-

стю  0 BV V . Покажемо на рис. 2.7 вантаж D  (в довільному положенні) і 

діючі на нього сили P mg , N , TF  і xF , проєкція змінної сили  F F t  на 

ось x  задана як  2cos 2xF t . 

 
Рис. 2.7 

 

Проведемо з точки B  осі x  і y  і складемо диференціальне рівняння руху 

вантажу в проєкції на ось x : 

 x
x x Тx x

dV
m P N F F

dt
        або    sinx

Т x

dV
m mg F F

dt
    , (2.21) 

де ТF fN  – добуток коефіцієнта тертя f  на реакцію поверхні N . 

Для знаходження N  складемо рівняння проєкцій всіх сил на ось y . Так 

як 0ya  , одержимо 0 cosN mg    , звідки cosN mg   . Отже 

cosТF fmg   . Крім того,  2cos 2xF t  і рівняння (2.21) матиме вигляд: 

    sin cos 2cos 2xdV
m mg f t

dt
     . (2.22) 

Розділимо обидві частини рівняння на m. Результати обчислення 

   0 0sin cos sin30 0,2cos30 3,2g f g       і 
2 2

0,17
3m

   підставимо до 

(2.22) та отримаємо 
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  3,2 0,17cos 2xdV
t

dt
  . (2.33) 

Помножимо обидві частини рівняння (2.33) на dt  і проінтегруємо: 

   23,2 0,33sin 2xV t t C   , (2.24) 

де 2C  – стала інтегрування. 

Для визначення 2C  врахуємо початкові умови руху вантажа на ділянці 

BC . Коли вантаж перебуває в точці B , приймаємо 0t  . Тоді 0 BV V V  , де 

BV  задається рівнянням (2.20). Підставляючи ці величини до (2.24), одержимо 

 2 8,48ВC V  .  

Тоді рівняння (2.24) прийме вигляд 

  3,2 0,33sin 2 8,48x

dx
V t t

dt
    . (2.25) 

Помноживши обидві частини рівняння (2.25) на dt  і знову проінтегрува-

вши його, запишемо 

  2

31,6 0,17cos 2 8,48x t t t C    , (2.26) 

де 3C  – стала інтегрування. 

При 0t   й 0x  , тоді 3 0,17C   і остаточно закон руху вантажу буде 

  21,6 0,17cos 2 8,48 0,17x t t t    , (2.27) 

де x  – в метрах, t  – в секундах. 

Приклад 3 

На рис. 2.8 показана труба ABС , яка має горизонтальну ділянку AB  і по-

хилу ділянку BC  (нахилена під кутом   до горизонтальної площини). Ван-

таж D  масою 2,4m  кг починає рух з ділянки AB  під дією сил тяжіння P , 

опору R  ( 2R V , де 0,8   кг/м) та Q . Відстань від точки A  (в якій 

0 5V V   м/с) до точки B  дорівнює 1,5  м. На похилій ділянці BC  на ван-

таж діють сила тяжіння P , змінна сила  F F t  і сила тертя TF  (коефіцієнт 

тертя вантажу по поверхні 0,2f  ). 
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Рис.2.8 

 

Визначити закон руху вантажу  x f t  на ділянці BC . 

 

Розв’язання 

 

3.1. Розглянемо рух вантажа на ділянці AB , вважаючи вантаж матеріаль-

ною точкою. 

Покажемо вантаж D  (в довільному положенні) і діючі на нього сили 

P mg , R  і Q  (рис. 2.9). 

 

 
Рис. 2.9 

 

Проведемо ось z  і складемо диференціальне рівняння руху вантажу в 

проєкції на неї: 

 
2

2 kz

d z
m F

dt
     або    z z z

z z z z z

dV dV dz dV
m m mV P R N Q

dt dt dz dz
       .(2.28) 

Запишемо 0zP  , 2

zR R V    , 6zQ Q  , 0zN  . Важливо, що в рів-

нянні всі змінні сили потрібно обов’язково виразити через величини, від яких 

вони залежать. Враховуючи, що zV V , отримаємо 
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 2 6
dV

mV V
dz

   , (2.29) 

де при підрахунку прийнято 10g   м/с2. 

Підставимо значення 0,8   кг/м до (2.29) і отримаємо 

  21
7,5

3

dV
V V

dz
  . (2.30) 

Для скорочення записів введемо позначення 

 
1

3
k  ,       7,5n  , (2.31) 

Тоді рівняння (2.30) можна представити у вигляді 

  22 2
dV

V k V n
dz

    . (2.32) 

Розділимо змінні та проінтегруємо обидві частини 

 
2

2
2

VdV
kdz

V n
 


 і  2

1ln 2V n kz C    , (2.33) 

де 1C  – стала інтегрування, яка знаходиться згідно з початковими умовами 

при 0z   та 0V V  

  2

1 0lnC V n    

і з рівняння (2.33) знайдемо 

    2 2

0ln 2 lnV n kz V n         або       2 2

0ln ln 2V n V n kz     .  

Звідси 

 
2

2

0

ln 2
V n

kz
V n


 


    або    

2
2

2

0

kzV n
е

V n





.  

В результаті знаходимо 

  2 2 2

0

kzV n V n e   . (2.34) 
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Вважаючи, що 1,5z    м і підставляючи до k  і n  їх значення з (2.31), 

знайдемо BV  – швидкість вантажу в точці B  ( 0 12V   м/с, число 2,7e  ): 

  
1

2 1,5
2 37,5 144 7,5 58,06BV e



         і      6,4BV   м/с. (2.35) 

3.2. Розглянемо рух вантажа на ділянці BC . 

Знайдена швидкість BV  буде для руху на цій ділянці початковою швидкі-

стю  0 BV V . Покажемо на рис. 2.10 вантаж D  (в довільному положенні ) і 

діючі на нього сили P mg , N , TF , проєкція змінної сили  F F t  на ось x  

задана як 6xF t . 

 

 
Рис. 2.10 

 

Проведемо з точки B  осі x  і y , складемо диференціальне рівняння руху 

вантажу в проєкції на ось x : 

 x
x x Тx x

dV
m P N F F

dt
        або    sinx

Т x

dV
m mg F F

dt
    , (2.36) 

де ТF fN  – добуток коефіцієнта тертя f  на реакцію поверхні N . 

Для знаходження N  складемо рівняння проєкцій всіх сил на ось y . Так 

як 0ya  , одержимо 0 cosN mg    , звідки cosN mg   . Отже 

cosТF fmg   . Крім того, 6xF t  і рівняння (2.36) матиме вигляд: 

  sin cos 6xdV
m mg f t

dt
     . (2.37) 

Розділимо обидві частини рівняння на m. Результати обчислення 

   0 0sin cos sin30 0,2cos30 3,2g f g       і 
6 6

2,5
2,4

t t
t

m
   підставимо до 

(2.37) та отримаємо 
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 3,2 2,5xdV
t

dt
  . (2.38) 

Помножимо обидві частини рівняння (2.38) на dt  і проінтегруємо: 

 2

23,2 1,25xV t t C   , (2.39) 

де 2C  – стала інтегрування. 

Для визначення 2C  врахуємо початкові умови руху вантажа на ділянці 

BC . Коли вантаж перебуває в точці B , приймаємо 0t  . Тоді 0 BV V V  , де 

BV  задається рівнянням (2.35). Підставляючи ці величини до (2.39), одержимо 

 2 7,62ВC V  .  

Тоді рівняння (2.39) прийме вигляд 

 23,2 1,25 7,62x

dx
V t t

dt
    . (2.40) 

Помноживши обидві частини рівняння (2.40) на dt  і знову проінтегрува-

вши його, запишемо 

 2 3

3

1,25
1,6 7,62

3
x t t t C    , (2.41) 

де 3C  – стала інтегрування. 

При 0t   й 0x  , тоді 3 0C   і остаточно закон руху вантажу буде 

 3 20,42 1,6 7,62x t t t   , (2.42) 

де x  – в метрах, t  – в секундах. 
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3. ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

 1. Чим відрізняється форма запису диференціальних рівнянь матеріаль-

ної точки від форми запису другого закону Ньютона? 

 2. У чому суть прямої та оберненої задач динаміки точки? 

 3. Чим відрізняються диференціальні рівняння руху вільної матеріальної 

точки від невільної? 

 4. Як записати диференціальне рівняння руху у проєкціях на декартові 

осі? 

 5. Як записати диференціальне рівняння руху у проєкціях на природні 

осі? 

 6. Матеріальна точка рухається зі стану спокою вниз по гладкій площи-

ні, нахиленій під кутом 100 до горизонталі. Визначити, за який час 

точка пройде шлях 30 м. 

  Відповідь: 5,93t   с. 

 7. Тіло масою 200m   кг зі стану спокою рухається вгору вздовж глад-

кої похилої площини під кутом 250 до горизонталі під дією сили 

1F   кН. Визначити час, за який тіло переміститься на відстань 8 м. 

  Відповідь: 4,33t   с. 

 8. Матеріальна точка масою 50m   кг зі стану спокою рухається по гла-

дкій горизонтальній площині під дією сили 50F   кН, вектор якої 

утворює постійний кут 20  0 з направляючою. Визначити шлях, 

пройдений точкою за час 20t   с. 

  Відповідь: 188s   м. 

 9. Матеріальна точка масою 900m   кг рухається по гладкій горизонта-

льній прямій під дією сили 270F t , яка залежить від часу та напра-

влена вздовж тієї прямої. Визначити швидкість точки в момент часу 

10t   с, якщо при 0 0t   швидкість 0 10V   м/с. 

  Відповідь: 25V   м/с. 

 10. Матеріальна точка масою 25m   кг почала рух зі стану спокою по 

гладкій горизонтальній прямій під дією сили 20F t , яка направлена 

вздовж тієї ж прямої. Визначити шлях, пройдений точкою за 4 с. 

  Відповідь: 8,53s   м. 

 11. Матеріальна точка масою 100m   кг рухається по гладкій горизонта-

льній прямій під дією сили 10F t , яка направлена вздовж тієї ж 

прямої. Визначити час, за який швидкість точки збільшиться з 5 до 

25 м/с. 

  Відповідь: 20t   с. 
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 12. Визначити шлях, пройдений матеріальною точкою m  вздовж осі Ox  

за час 1t   с, якщо вона рухається під дією сили 212xF mt . В момент 

часу 0 0t   координата 0 3x   м, швидкість 0 6xV   м/с. 

  Відповідь: 10s   м. 

 13. На матеріальну точку масою 20m   кг, яка рухається по горизонта-

льній прямій, діє сила опору 20,2R V . За скільки секунд швидкість 

точки зменшиться з 10 до 5 м/с. 

  Відповідь: 10t   с. 

 14. На матеріальну точку масою 250m   кг, яка рухається по горизонта-

льній прямій, діє сила опору 25R V . Визначити швидкість точки в 

момент часу 6t   с , якщо 0 0t   її швидкість 0 20V   м/с. 

  Відповідь: 5,88V   м/с. 

 15. Матеріальна точка масою 4m   кг рухається по горизонтальній пря-

мій. Через скільки секунд швидкість точки зменшиться в 10 раз, якщо 

сила опору рухові 20,8R V ? 

  Відповідь: 11,5t   с. 

 16. Матеріальна точка масою 0,2m   кг рухається вздовж осі Ox  під ді-

єю сили 0,4xF t  . Визначити швидкість точки в момент часу 

2t   с, якщо її початкова швидкість 0 6xV   м/с. 

  Відповідь: 2V   м/с. 

 17. Матеріальна точка масою 25m   кг почала рух зі стану спокою по 

гладкій горизонтальній прямій під дією сили 20F t , яка направлена 

вздовж тієї ж прямої. Визначити шлях, пройдений точкою за 4 с. 

  Відповідь: 8,53s   м. 
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