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ТОЧНI ОЦIНКИ НАЙКРАЩИХ НАБЛИЖЕНЬ ГЛАДКИХ ФУНКЦIЙ
В \bfitC \bftwo \bfitpi У ТЕРМIНАХ ЛIНIЙНИХ КОМБIНАЦIЙ
МОДУЛIВ НЕПЕРЕРВНОСТI ЇХНIХ ПОХIДНИХ

For the best approximations of en - 1(f) functions in C1
2\pi by trigonometric polynomials, Zhuk proved the exact Jackson

inequality en - 1(f) \leq \pi 

4n
\omega 
\Bigl( 
f \prime ,

\pi 

n

\Bigr) 
. In this paper, we prove the following version of Jackson’s exact inequality:

en - 1(f) \leq 
\pi 

4n

\biggl( 
1

2
\omega (f \prime ,

\pi 

2n
) +

1

2
\omega (f \prime ,

\pi 

n
)

\biggr) 
.

Для найкращих наближень en - 1(f) функцiй iз C1
2\pi тригонометричними полiномами В. В. Жук довiв точну не-

рiвнiсть Джексона en - 1(f) \leq \pi 

4n
\omega 
\Bigl( 
f \prime ,

\pi 

n

\Bigr) 
. У данiй роботi доведено такий варiант точної нерiвностi Джексона:

en - 1(f) \leq 
\pi 

4n

\biggl( 
1

2
\omega (f \prime ,

\pi 

2n
) +

1

2
\omega (f \prime ,

\pi 

n
)

\biggr) 
.

Нехай C[ - \pi , \pi ] — простiр дiйснозначних неперервних 2\pi -перiодичних функцiй з нормою
\| f\| = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | f(x)| ;x \in R1\} ,

en - 1(f) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\{ ck\} 

\left\{   
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f(x) - 

n - 1\sum 
k= - (n - 1)

cke
ikx

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| ; c - k = ck

\right\}   
— найкраще наближення f пiдпростором тригонометричних полiномiв \{ Tn - 1\} степеня не ви-

щого n - 1, n \in \BbbN ; \omega (f, h) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ \| \Delta tf\| ; | t| \leq h\} , \Delta tf(x) = f

\biggl( 
x+

t

2

\biggr) 
 - f

\biggl( 
x - t

2

\biggr) 
— модуль

неперервностi f .

Для оцiнювання зверху величини en - 1(f) у термiнах значень модуля неперервностi f вико-

ристовується нерiвнiсть Джексона – Корнєйчука [1, 2] (§ 9.2) en - 1(f) \leq \omega 
\Bigl( 
f,

\pi 

n

\Bigr) 
, яка для всiх

n \in \BbbN є непокращуваною; точнiше кажучи, для всiх n \in \BbbN 

1 - 1

2n
\leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in C[ - \pi ,\pi ]
f \not =const

en - 1(f)

\omega 
\Bigl( 
f,

\pi 

n

\Bigr) \leq 1.

У роботi [3] доведено такий варiант оцiнок зверху en - 1(f) у термiнах лiнiйної комбiнацiї двох
значень модуля неперервностi:

1 - 1

2n
\leq \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}

f\in C[ - \pi ,\pi ]
f \not =const

en - 1(f)
1

2

\Bigl( 
\omega 
\Bigl( 
f,

\pi 

2n

\Bigr) 
+ \omega 

\Bigl( 
f,

\pi 

n

\Bigr) \Bigr) \leq 1.

Для неперервно диференцiйовних функцiй f , f \in C1[ - \pi , \pi ], в [4] доведено, що для всiх n
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\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in C[ - \pi ,\pi ]
f \not =const

en - 1(f)

\omega 
\Bigl( 
f \prime ,

\pi 

n

\Bigr) =
\pi 

4n
. (1)

Подальшi результати для функцiй f з Cr[ - \pi , \pi ], r \in \BbbN , див. у [4, 5].

Ми доведемо аналог рiвностi (1) для лiнiйної комбiнацiї двох значень \omega (f \prime , h).

Теорема. Для всiх n \in \BbbN справджується рiвнiсть

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in C[ - \pi ,\pi ]
f \not =const

en - 1(f)
1

2

\Bigl( 
\omega 
\Bigl( 
f \prime ,

\pi 

2n

\Bigr) 
+ \omega 

\Bigl( 
f \prime ,

\pi 

n

\Bigr) \Bigr) =
\pi 

4n
. (2)

Спочатку доведемо таку лему.

Лема. Нехай \scrL — лiнiйний оператор згортки з парним ядром K(t):

\scrL (f, x) =
\pi \int 

 - \pi 

K(t)f(x+ t)dt, K( - t) = K(t),

\pi \int 
 - \pi 

K(t)dt = 1.

Тодi для f \in C1[ - \pi , \pi ] виконується нерiвнiсть

en - 1(f  - \scrL (f)) \leq 
\pi \int 

0

\omega (f \prime , t)| K(t)| \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\Bigl( 
t;
\pi 

n

\Bigr) 
dt. (3)

Доведення. Iз властивостей ядра випливає, що

f(x) - \scrL (f, x) =
\pi \int 

0

K(t)( - \Delta 2
t f(x))dt.

Для оцiнювання найкращого наближення використаємо спiввiдношення двоїстостi [2] (§ 2.5)

en - 1(f) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ \langle f, g\rangle ; g \in Hn
L\} ,

\langle f, g\rangle :=
\pi \int 

 - \pi 

f(x)g(x)dx,

Hn
L =

\left\{   g : \| g\| 1 :=
\pi \int 

 - \pi 

| g(x)| dx = 1; g\bot \{ Tn - 1\} 

\right\}   .

Нехай g1 — перiодична первiсна функцiї g з Hn
L . Тодi

en - 1(f  - \scrL (f)) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
g\in H1

L

\pi \int 
0

K(t)\langle \Delta 2
t f, g\rangle dt =

= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
g\in H1

L

\pi \int 
0

K(t)\langle \Delta tf
\prime ,\Delta tg1\rangle dt \leq 
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\leq 
\pi \int 

0

| K(t)| \omega (f \prime , t) \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
g\in Hn

L

\omega (g1, t)1dt,

де \omega (g1, t)1 := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\{ \| \Delta yg1\| 1; | y| \leq t\} . Оскiльки g1\bot \{ Tn - 1\} , то з нерiвностi Фавара [2] (§ 5.3)

випливає, що \| \Delta tg1\| 1 \leq 2\| g1\| 1 \leq 2
\pi 

2n
\| g\| 1 =

\pi 

n
. Окрiм того, g1 задовольняє умову Лiпшиця

в L1 : \| \Delta 1g1\| 1 \leq \| g\prime 1\| 1| t| = | t| . Звiдси випливає (3).
Лему доведено.
Доведення теореми. За допомогою доведеної леми оцiнимо величину en - 1(f  - Sh(f)), де

Sh(f, x) =
1

h

\int h
2

 - h
2

f(x+ t)dt — середнє Стєклова f iз кроком h > 0. Якщо h \leq 2\pi 

n
, то

en - 1(f  - Sh(f)) \leq 
1

h

h
2\int 

0

\omega (f \prime , t)tdt \leq h

8
\omega 

\biggl( 
f \prime ,

h

2

\biggr) 
.

Далi, за теоремою Фавара [2] (§ 5.3)

en - 1(Shf) \leq 
\pi 2

8n2

\omega (f \prime , h)

h
.

Тому при h \in 
\biggl( 
0,

2\pi 

n

\biggr] 

en - 1(f) \leq en - 1(f  - Shf) + en - 1(Shf) \leq 
h

8

\biggl( 
\omega 

\biggl( 
f \prime ,

h

2

\biggr) 
+
\Bigl( \pi 

nh

\Bigr) 2
\omega (f \prime , h)

\biggr) 
. (4)

У випадку h =
\pi 

n
отримуємо оцiнку

en - 1(f) \leq 
\pi 

8n

\Bigl( 
\omega 
\Bigl( 
f \prime ,

\pi 

2n

\Bigr) 
+ \omega 

\Bigl( 
f \prime ,

\pi 

n

\Bigr) \Bigr) 
. (5)

Iз (1) випливає, що сталу
\pi 

8n
у (5) зменшити не можна.

Теорему доведено.
Наведемо кiлька зауважень.
1. Спiввiдношення (1) справедливе i в просторi L1[ - \pi , \pi ] [4]. Доведенi тут спiввiдношення

(2), (3) також виконуються i в L1[ - \pi , \pi ].
2. Покладемо в (4) h =

\pi 

n(2k + 1)
, k = 0, 1, 2, . . .. Тодi

en - 1(f) \leq 
\pi 

8n(2k + 1)

\biggl( 
\omega 

\biggl( 
f \prime ,

\pi 

2n(2k + 1)

\biggr) 
+ (2k + 1)2\omega 

\biggl( 
f \prime ,

\pi 

n(2k + 1)

\biggr) \biggr) 
.

Сталу
\pi 

8n(2k + 1)
у правiй частинi зменшити не можна. Це випливає з вiдомого результату [6]

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in C[ - \pi ,\pi ]
f \not =const

en - 1(f)

\omega 

\biggl( 
f \prime ,

\pi 

n(2k + 1)

\biggr) =
\pi 

8n(2k + 1)

\bigl( 
1 + (2k + 1)2

\bigr) 
.
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3. При доведеннi теореми мы використали оператор Sh усереднення за Стєкловим. Роз-
глянемо тепер для промiжного наближення оператор S2

h усереднення за Стєкловим другого
порядку:

S2
h(f, x) =

h\int 
 - h

h - | t| 
h2

f(x+ t)dt.

При h \leq \pi 

n
використаємо лему:

en - 1(f  - S2
hf) \leq 

h\int 
0

h - t

h2
\omega (f \prime , t)tdt \leq \omega 

\biggl( 
f \prime ,

h

2

\biggr) h
2\int 

0

h - t

h2
tdt+ \omega (f \prime , h)

h\int 
h
2

h - t

h2
tdt =

=
h

12
\omega 

\biggl( 
f \prime ,

h

2

\biggr) 
+

h

12
\omega (f \prime , h).

Далi, за теоремою Фавара

en - 1(S
2
hf) \leq 

\pi 3

24n3

\| \Delta 2
hf

\prime \| 
h2

\leq \pi 3

12n3

\omega (f \prime , h)

h2
.

В результатi для довiльного h \in 
\Bigl( 
0,

\pi 

n

\Bigr] 
отримуємо аналогiчну (4) оцiнку

en - 1(f) \leq 
h

12

\biggl( 
\omega 

\biggl( 
f \prime ,

h

2

\biggr) 
+

\biggl( 
1 +

\Bigl( \pi 

nh

\Bigr) 3
\biggr) 
\omega (f \prime , h)

\biggr) 
.

Зокрема, при h =
\pi 

n

en - 1(f) \leq 
\pi 

12n

\Bigl( 
\omega 
\Bigl( 
f \prime ,

\pi 

2n

\Bigr) 
+ 2\omega 

\Bigl( 
f \prime ,

\pi 

n

\Bigr) \Bigr) 
. (6)

Сталу
\pi 

12n
зменшити не можна, оскiльки з (6) випливає точна нерiвнiсть

en - 1(f) \leq 
\pi 

4n
\omega 
\Bigl( 
f \prime ,

\pi 

n

\Bigr) 
.
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