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НАУКОВО-ТЕХНІЧНИХ ЕКСПЕРИМЕНТІВ 
 
Анотація. Збільшення складності і розмірів систем різної природи вимагає постійного 
удосконалення моделювання і перевірки отриманих результатів шляхом експерименту. 
Чітко провести кожний експеримент, об’єктивно оцінити відомості про досліджуваний 
процес і поширити матеріал, отриманий в одному дослідженні, на серію інших досліджень 
можна тільки при правильній  їхній постановці й обробці. На основі експериментальних 
даних підбирають алгебраїчні вирази, які  називають емпіричними формулами, що вико-
ристовують якщо аналітичній вираз  деякої функції - складній, або не існує на даному 
етапі  опису об’єкту, системи або явища. При підборі емпіричних формул широко викори-
стовують поліноми вигляду: у = А0 + А1х+ А2х

2
+ А3х

3
+…+ Аnх

n
 ,  якими можна апроксимувати будь-

які результати вимірів, якщо вони виражаються безперервними функціями. Особливо 
цінним є те, що навіть при невідомому точному виразі рішення (поліному) можна визна-
чити значення коефіцієнтів Аn за допомогою методів середніх й найменших квадратів.                                                       
Але у методі найменших квадратів спостерігається зсув оцінок при збільшенні шумів у 
находжених даних так як сказується вплив шумів попередніх етапів обробки інформації. 
Тому для процедур обробки інформації у реальному масштабі часу пропонується операція 
псевдозвороту, яка виконується за допомогою рекурентних формул. Ця процедура є про-
цедурою послідовного обновлення (зі зсувом) по стовбцям матриці заданих розмірів та і 
псевдозвороту на кожному кроці зміни інформації. Цей підхід є прямим та використовує 
переваги, властиві  методу облямівки.                                                                                                                                                                                  
При псевдозвороті мається можливість контролювати правильність обчислень на кож-
ному кроці, використовуючи умови Пенроуза. Необхідність псевдозвороту може виникну-
ти при оптимізації, прогнозуванні тих чи інших параметрів та характеристик систем 
різного призначення, в різноманітних задачах лінійної алгебри, статистики, представ-
ленні структури одержаних рішень, зрозуміти зміст некоректності рішення, що виникає, 
в сенсі Адомара-Тихонова і побачити шляхи регулярізації таких рішень. 

Ключові слова: метод середніх і найменших квадратів; емпіричні формули; псевдозворот; 

експериментальні дані; апроксимуючі поліноми. 
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Постановка задачі. Узагальнити та обгрунтувати недоліки визначення 
коефіцієнтів апроксимуючих  поліномів для будь-яких вимірів і безперервних 
функцій, зокрема для методів середніх і найменших квадратів, а також сфор-
мулювати альтернативу цим методам для реального масштабу часу, при цьому 
не  повинна накопичуватися похибка від експерименту до експерименту. 

Викладення основного матеріалу. При підборі емпіричних формул ши-
роко використовуються поліноми 

у=Ао+A1x+A2 x2+А3 x3+…+ Аn хn ,    (1) 
де Ао, А1, ..., Ап — сталі коефіцієнти. Поліномами можна апроксимувати будь- 
які результати вимірів, якщо вони  виражаються безперервними функціями. 
Особливо цінним є те, що навіть при невідомому точному виразі функції (1) 
можна визначити значення коефіцієнтів А. Для визначення коефіцієнтів засто-
совують методи середніх і найменших квадратів [1-5]. 

Метод середніх квадратів заснований на наступному положенні. По екс-
периментальних точках можна побудувати декілька плавних кривих. Найкра-
щою буде та крива, у якої різницеві відхилення виявляються найменшими, 
тобто Σε2≈0. Порядок розрахунку коефіцієнтів полінома зводиться до наступно-
го. Визначається число членів ряду (1), що звичайно приймають не більш 3...4. 
У прийняте вираження послідовно підставляють координати х  і  у декількох 
(m) експериментальних точок і одержують систему з m рівнянь. Кожне рівнян-
ня дорівнює відповідному відхиленню: 

2

0 1 1 2 1 1 1 1
. . .

n

n
А А х А х А х y       ; 

2

0 1 2 2 2 2 2 2
. . .

n

n
А А х А х А х y       ;   (2) 

2

0 1 2
. . .

n

m m n m m m
А А х А х А х y       . 

Число точок, тобто число рівнянь, повинне бути не менше числа коефіціє-
нтів А, що дозволить їх обчислити шляхом рішення системи (2). 

Розбивають систему початкових рівнянь (2) послідовно зверху вниз на 
групи, число яких повинно бути дорівнює кількості коефіцієнтів Ао. У кожній 
групі складають рівняння й одержують нову систему рівнянь, рівну кількості 
груп (звичайно 2...3). Вирішуючи систему, обчислюють коефіцієнти А. 

Метод середніх квадратів мас високу точність, якщо число крапок досить 
велике (не менш 3...4). Однак ступінь точності можна підвищити, якщо почат-
кові умови згрупувати по 2...З варіанта й обчислити для кожного варіанта ем-
піричну формулу. Перевага варто віддати тій формулі, у якій ∑ε2=min. Нехай, 
наприклад, виконано сім вимірів: 
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4 5 6 7 8 9 10 
10,2 6,7 4,8 3,6 2,7 2,1 1,7 
Для підбора емпіричної формули можна вибрати поліном 

y=Ao+A1 x +A2x2 

Шляхом підстановки в це рівняння значень вимірів систему початкових 
рівнянь можна розділити на три групи 1…2, 3, 4, 5, .. 7 у виді: 

1. A0+4A1+16A2-10,2= ε 1 

2. A0+5A1+25A2-6,7= ε2; 
3. A0+6A1+36A2-4,8= ε3; 
4. A0+7A1+49A2-3,6= ε4; 
5. A0+8A1+64A2-2,7= ε5; 
6. A0+9A1+81A2-2,1= ε6; 

   7. A0+10A1+100A2-1,7= ε7; 
Додавання рівнянь у кожній підгрупі дає 
І-я група 2А0+9А1+4І А2= 16,9; 
ІІ-я група 2АО+13А1+85А2=8,4; 
ІІІ-я група ЗАО+27А1+245А2=6,5. 
Визначення з цих виражень коефіцієнтів Ао, A1 і А2 приводить до емпірич-

ної формули ах= 26,168 - 5,2168х + 0,2811 х2. 
Метод середніх квадратів може бути застосований для різних кривих пі-

сля їхнього вирівнювання. Нехай, наприклад, мається вісім вимірів: 
3 6 9 12 15           18

  
            21 24 

57,6 41,9 31,0         22,7 16,6          12,2  8,9 6,5 

 
Аналіз  кривої в системі прямокутних координат дає можливість  застосу-

вати формулу:  
y=ae-bx. 

Зробимо вирівнювання шляхом заміни перемінних Y=lg y, 
X=x/2,303. Тоді Y=A+BX, де А=lg a, Y = b. 
Тому що необхідно визначити два параметри, те усі виміри поділяються 

на двох груп по чотирьох вимірах. Це приводить до рівнянь: 

                                              3
1, 7 6 0 1

2 , 3 0 3
A B  ; 1 5

1, 2 2 0 1
2 , 3 0 3

A B  ; 

                                             6
1, 6 2 2 2

2 , 3 0 3
A B  ; 1 8

1, 0 8 6 4
2 , 3 0 3

A B  ; 
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                                             9
1, 4 9 1 4

2 , 3 0 3
A B  ; 2 1

0 , 9 4 9 4
2 , 3 0 3

A B  ; 

                                             1 2
1, 3 5 6 0

2 , 3 0 3
A B  ; 2 4

0 , 8 1 2 9
2 , 3 0 3

A B  ; 

                                           3 0
6 , 2 3 0 0 4

2 , 3 0 3
A B  ; 7 8

4 , 0 6 8 8 4
2 , 3 0 3

A B  . 

Після підсумовування по групах можна одержати систему двох рівнянь із 
двома невідомими А і В, рішення яких дає: А = 1,8952; а = 78,56; У = - 0,1037;  
b = -0,1037. Остаточно B = 78,56 е-0,1037х 

Гарні результати при визначенні параметрів рівняння дає використання 
методу найменших квадратів. Як видно суть  цього методу полягає в тім, що 
якщо усі виміри функцій y1, y2…,yn зроблені з однаковою точністю і розподілені 
величини помилок виміру відповідають нормальному закону, то параметри 
досліджуваного рівняння визначається з умови, при якому сума квадратів від-
хилень обмірюваних значень від розрахункових приймає найменше значення. 
Для існування невідомих параметрів (a1, a2, …, an) необхідно вирішити систему 
лінійних рівнянь: 

                                                          
1 1 1 2 1 1

...
n

y a x a u a z    ; 

                                                         
2 1 2 2 2 2

...
n

y a x a u a z    ;                                       (3) 

                                                         
1 2

...
n m m n m

y a x a u a z    , 

де   y1,… yn - приватні значення обмірюваних величин функції b ; х, u, z — змін-
ні величини.  

Цю систему приводять до системи лінійних рівнянь шляхом множення 
кожного рівняння відповідно на x1 …xm і наступного їхнього додавання, потім 
множення відповідно на і1 …іm рішення якої і дає шукані коефіцієнти. 

                                                   
1 2

1 1 1 1

. . .

m m m m

n
yx a xx a xu a x z       ; 

                                                   
1 2

1 1 1 1

. . .

m m m m

n
yu a u x a u u a u z       ;                        (4) 

                                                  
1 2

1 1 1 1

. . .

m m m m

n
y z a zx a zu a zz       ,  

Нехай, наприклад, необхідно визначити коефіцієнти 
1

a  і 
2

a  у рівнянні 

kp= 1
a +

2
a u. Тому що потрібно визначити два параметри, то система рівнянь мо-

же бути представлена у виді двох рівнянь 
1 1 2 2

y a x a u   i  2

2 2 1 2 2 2
yu a x u a u  , де 

в=kp; 1
x =1; 

2
x = u. 
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Тому що рівняння лінійні, можна обмежитися чотирма серіями дослідів. 
Якщо вони зведені в табл. 1, то систему нормальних рівнянь можна записати у 

виді 5,48 = 4а1 + 1100а2; 1519 = 1100 1
a +307350 2

a , рішення яких дає 1
a = 0,78; 2

a = 
0,0025. Отже, емпірична формула одержить вид kр = 0,78+0,0025 u.  

Таблиця 1 
Результати дослідів 

u1=u y=kp u2 yu 

230 1,26 52900 289,8 

255 1,32 65025 336,6 

295 1,40 87025 413,0 

320 1,50 102400 480,0 

1100 5,48 307350 1519,4 
 

Метод найменших квадратів забезпечує досить надійні результати. При 
цьому ступінь точності коефіцієнтів А у (1) повинна бути такою, шоб обчислені 
значення b  збігалися зі значеннями у вихідних табличних значеннях. Це вима-
гає обчислювати значення А тем точніше, чим вище індекс А. тобто А1 повин-
ний бути точніше (більше число десяткових знаків), чим А2; A23 — точніше, ніж 
А2, і т.д. Для обчислення коефіцієнтів А методом найменших квадратів необ-
хідно користатися типовими програмами для ЕОМ. 

Недоліком методу найменших квадратів є зміщення оцінок зі збільшен-
ням шуму наступних вихідних даних, які надходять, що впливає на наступні 
етапи обробки інформації. Тому для процедур обробки інформації в реальному 
масштабі часу запропоновано операцію псевдозвороту. Алгоритм псевдозворо-
ту реалізується з допомогою нижче поданих рекурентних формул, тобто, про-
цедура послідовної обробки інформації фактично представляється як процеду-
ра послідовного оновлення (зі зсувом) по стовпчиках матриці заданих розмірів 
та її псевдозвороту на кожному кроці зміни інформації. Пропонований алго-
ритм (метод) є прямим і використовує переваги, властиві методу оздоблення . 
При псевдозвороті даним методом є можливість контролювати правильність 
обчислень на кожному кроці, використовуючи умови Пенроуза  [7-11 ]. Цей ме-
тод особливо ефективний у процедурах обробки інформації у реальному 
масштабі часу і суттєво зменшується запізнення порівняно з методом наймен-
ших квадратів. 
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Алгоритм псевдозвороту матриць у завданнях обробки інформації 
при моделюванні та управлінні об'єктами різної природи. Необхідність 
псевдозвороту виникає у найрізноманітніших прикладних завданнях, 
наприклад, при вирішенні як самої проблеми автоматизації системи 
метрологічного обслуговування засобів вимірювань (ЗВ) промислового 
підприємства, так і в ході подальшого її функціонування. Така необхідність, 
наприклад, може виникнути під час оптимізації чи прогнозування тих чи 
інших параметрів чи характеристик системи метрологічного обслуговування 
ЗВ промислового підприємства. Незважаючи на те, що проблема псевдозвороту 
матриць була сформульована ще в 20-х р. минулого століття, інтерес до неї 
виник порівняно нещодавно [6] .  І  невипадково: виявилося, що застосування 
псевдозворотних матриць у найрізноманітніших задачах лінійної алгебри і 
статистики, що виникають в самих різних додатках, в тому числі при  
автоматизації метрологічних служб, можна отримати узагальнення класичних 
рішень,  візуалізувати структуру отриманих рішень, зрозуміти сенс часто 
виникає некоректності рішення в сенсі Адамара-Тихонова, і побачити шляхі 
регуляризації таких рішень.  література, в якій описується значна кількість 
методів псевдоінверсії реальної матриці довільних розмірів. Особливий 
інтерес викликають прикладні завдання, призначені для використання 
комп'ютерів, являють собою прямі псевдоінверсійні методи, такі як метод 
Гревіля. Ця програма описує метод прямого псевдорозвороту, заснований, на 
відміну від інших відомих методів, на використанні допоміжної матриці, для 
якої відомий її псевдозворіт. Метод псевдозвороту полягає в послідовному 
витісненні допоміжної матриці на скінченну кількість кроків, рівне числу 
стовпців або рядків (для визначеності в подальшому - стовпців).  

При викладенні рекурентного алгоритму псевдозвороту прийняти 
наступні позначення: 1) великою літерою позначено прізвище матриці, 
наприклад, матриці X, Z, а також вектори-рядки невідомих параметрів, відпо-
відні елементи котрих формуються за визначеними законами; 2) малими літе-
рами позначені відповідні стовпці або рядки матриць. 

Рекурентній алгоритм має наступний вигляд:  
'
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де Аі - матриця розмірів [n х (m-1)], отримано шляхом відкидання першого 

стовпця ai  в допоміжній матриці Si;   — операція псевдозвороту; │´│ — 

операція транспонування, φ — оператор відкидання верхнього нульового 
рядку; λ´´- m´´ — розмірний вектор, перший елемент якого дорівнює одиниці, а 
інші елементи дорівнюють нулю;  1 —  одинична матриця; '

1i
b


- нижній рядок  

матриці  
1i

S



 розміру (1 )n ; xi - це стовпець "i" заданої  матриці, яка підлягає 

псевдозвороту,  
i

x ;  Bi+1  - матриця розміру [(m-1)x n], яка складає  спільно з 

рядком '

1i
b


 матрицю 

1i
S




. 

Використання рекурентних співвідношень дозволяє  за m кроків замінити 
допоміжну матрицю So  розміру (n х m)  на задану матрицю X  однакового 
розміру  і визначити її псевдозворотню. Процес починається з відкидання 
першого стовпця a0 допоміжної матриці  So і доповнення її праворуч першим 
стовпцем  

1
x  матриці X , яка підлягає псевдозвороту . Застосування 

рекурентних формул (5-7) до  матриці, яка засвоєна таким чином, дозволяє 
легко обчислити її псевдозворотню і для наступного кроку використовувати її 
вже як допоміжню з відомою псевдозворотною. Послідовне витіснення і 
використання рекурентних формул (5-7)  дозволяє за  m кроків  повністю 
замінити початкову допоміжну матрицю So      на задану X і получити  її 
псевдозворотню..   

Необхідність апріорі мати допоміжну матрицю відповідного розміру з 
відомою псевдозворотною для реалізації описуваного методу псевдозвороту не 
є "обтяжливою". Зокрема, при необхідності псевдозвороту квадратної  матриці 
X (виродженої, погано обумовленої, невиродженої  або добре обумовленої 
невиродженої)  в  якості допоміжної матриці So, можна використати одиничну 
матрицу, для якої псевдозворотна буде одиничною. При необхідності  
псевдозвороту прямокутної матриці X, в загальному випадку розміру  (n x m), 
наступна методика може бути використана для формування допоміжної 
матриці S0 розміром (n x m)  і визначення псевдозворотної матриці. Потрібно 
взяти одиничну матрицю розміру (n x m) (для визначеності вважаємо, що n>m) 
і від неї відкинути праворуч або зліва (n-m) стовпців. В результаті буде 
отримано прямокутну матрицю розміру (n x m), для якої, як легко 
переконатися, транспонована до неї матриця  буде її псевдооборотною, 
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оскільки задовольнятиме всім умовам Пенроуза. Отже, отримувану таким 
прийомом матрицю можна використовувати як допоміжну в описаній в цьому 
додатку методі псевдозвороту. 

Метод псевдозвороту за допомогою допоміжної матриці може бути 
використаний у випадках, коли математична модель досліджуваної системи 
або процесу, що потикає в ній, може бути приведена до лінійної моделі та 
представлена у вигляді наступного лінійного рівняння:   

 GX=Z,                                                  (8) 
де: G – вектор рядок невідомих параметрів розміру (1 x n); X і Z матриці 
розмірів      (n x m) і (1 x m) , відповідні елементи яких формуються за певними 
законами, що визначаються типом і сутністю конкретної задачі. Наприклад,  
під час проведення оптимізації параметрів системи метрологічного 
обслуговування складних засобів вимірювальної техніки (ЗВТ) промислового 
підприємства виникає необхідність розв'язання рівняння типу (8) 

Однак слід мати на увазі, що описаний метод псевдозвороту за допомогою 
допоміжної матриці найбільш ефективний в порівнянні з іншими методами 
псевдозвороту в процедурах обробки інформації в реальному масштабі часу 
або в масштабі часу, близькому до реального, особливо коли потік даних 
утворює тимчасові послідовності. У цьому випадку обробка інформації 
послідовним способом у темпі її надходження забезпечує відомі переваги: по-
перше, дозволяє не запам'ятовувати весь обсяг інформації і отримувати цікаві 
оцінки досліджуваних процесів у міру надходження даних, а по-друге, значно 
підвищує оперативність синтезованих алгоритмів, що використовуються в 
автоматизованих системах управління метрологічним обслуговуванням ЗВТ 
промислового підприємства, та суттєво знижує потрібний машинний час та 
пам'ять ЕОМ. 

Для завдань цього класу математична модель (8) стає залежною від часу, 
тобто, стає, кажучи мовою теорії управління, нестаціонарною і набуває 
вигляду: 

                                                                      G i Xi = Zi                                                       (9) 
де Xi , Zi – поточні значення параметрів матриці розміром (n х m) і (1 х m) 
відповідно, формуються з потоків інформації, що надходять, за певними 
законами; Gi - поточна вектор-рядок оцінюваних параметрів; i – поточний 
індекс часу, що підкреслює зміну інформації у матрицях Xi та Zi.  
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Якщо в матриці Хi зміну інформації здійснювати по стовпцях (зліва 
направо) шляхом відкидання першого стовпця ai  (застаріла інформація) і 
додаванням до частини A1 , що залишилася, справа нового стовпця х (знову 
надійшла інформація), то така постановка дозволяє природним чином для 
вирішення рівняння (5) застосувати метод псевдозвороту за допомогою 
допоміжної матриці, який використовує формули (5) … (7). При цьому слід 
зазначити, що принцип зміни інформації в матриці Zi на відміну від матриці  Xi    
може бути довільним. 

Наприклад, його можна реалізувати шляхом поелементної заміни (зліва 
направо) шляхом відкидання першого елемента Zi (застаріла інформація) і 
додавання до частини матриці Zi, що залишилася, праворуч нового елемента 
Zm+i-1 (ново надійшла інформація). 

Отже, поточна оцінка вектора рядка ˆ
i

G  параметрів моделі (9) 

визначається наступним рекурентним співвідношенням: 

                                                           ˆ
i i i

G Z X


 ,                                                            (10) 

де операція псевдозвороту виконується за рекурентними формулами (5)... (7), 
тобто процедура послідовної обробки інформації фактично представлена як 
процедура послідовного оновлення (зі зміщенням) над колонками матриці 
заданих розмірів і її псевдорозвороту на кожному кроці зміни інформації. 

Описаний метод є прямим і використовує переваги, властиві методу 
оздоблення. При псевдоконвертації за допомогою цього методу можна 
контролювати правильність розрахунків на кожному кроці за допомогою умов 
Пенроуза. Як зазначалося, цей метод особливо ефективний в процедурах 
обробки інформації в режимі реального часу. Це значно скорочує відставання в 
порівнянні з відомим і найбільш часто використовуваним послідовним 
методом найменших квадратів. Алгоритм забезпечує відсутність зміщення 
оцінок зі збільшенням шуму в даних, що надходять, так як вплив шуму 
попередніх етапів обробки не впливає і   є можливість ефективно придушити 
випадкові шумові компоненти в оброблюваних послідовностях шляхом 
забезпечення надмірності (m>>n).   

Висновки: 
1. Розглянуті та обгрунтовані недоліки визначення коефіцієнтів апрокси-

муючих поліномів для будь-яких вимірів і безперервних функцій, зокрема не-
доліки для методів середніх і найменших квадратів. 

2. Для процедур обробки інформації у реальному масштабі часу запропо-
новано  операцію псевдозвороту, яка виконується за допомогою рекурентних 
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формул і дозволяє послідовно обновляти (зі зсувом) по стовбцям матриці зада-
них розмірів та її псевдозвороту на кожному кроці змін інформації. 

3. Запропонована процедура може використовуватися при оптимізації та 
прогнозуванні параметрів і характеристик систем різного призначення, а та-
кож при вирішення задач лінійної алгебри та статистики. 
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Alternative to mean and least squares methods used in processing  
the results of scientific and technical experiments 

Increasing the complexity and size of systems of various nature requires constant 
improvement of modeling and verification of the obtained results by experiment. It is pos-
sible to clearly conduct each experiment, objectively evaluate the summaries of the re-
searched process, and spread the material obtained in one study to a series of other stud-
ies only if they are correctly set up and processed. On the basis of experimental data, al-
gebraic expressions are selected, which are called empirical formulas, which are used if 
the analytical expression of some function is complex or does not exist at this stage of the 
description of the object, system or phenomenon. When selecting empirical formulas, 
polynomials of the form: у = А0 + А1х+ А2х2

+ А3х3
+…+ Аnхn

  are widely used, which can be used 
to approximate any measurement results if they are expressed as continuous functions. It 
is especially valuable that even if the exact expression of the solution (polynomial) is un-
known, it is possible to determine the value of the coefficients An using the methods of 
mean and least squares. But in the method of least squares, there is a shift in estimates 
when the noise in the data is increased, as it is affected by the noise of the previous stages 
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of information processing. Therefore, for real-time information processing procedures, a 
pseudo-reverse operation is proposed, which is performed using recurrent formulas. This 
procedure is a procedure of successive updating (with a shift) along the columns of the 
matrix of given sizes and pseudo-reversal at each step of information change. This ap-
proach is straightforward and takes advantage of the bounding method. With pseudo-
inversion, it is possible to control the correctness of calculations at each step, using Pen-
rose conditions. The need for pseudo-inversion may arise during optimization, forecast-
ing of certain parameters and characteristics of systems of various purposes, in various 
problems of linear algebra, statistics, presentation of the structure of the obtained solu-
tions, to understand the content of the incorrectness of the resulting solution, in the sense 
of Adomar-Tikhonov, and to see the ways of regularization of such solutions . 

Keywords: method of mean and least squares; empirical formulas; pseudo reversal; 
experimental data; approximating polynomials. 
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