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МАТЕМАТИЧНІ ОСНОВИ ФРАКТАЛЬНОГО ТЕПЛО І МАСОПЕРЕНОСУ В 
ДВОХФАЗНІЙ ЗОНІ РОЗПЛАВУ МЕТАЛУ 

Анотація. В статті наведені результати аналізу процесів переносу в розплаві. 
Представлені результати експериментальних досліджень, що свідчать про 
фрактальний характер затвердіння притаманній більшості ливарних сплавів. 
Наведений математичний апарат опису процесу затвердіння з позиції тепло та 
масопереносу в двохфазній зоні та дифузії у фрактальних середовищах. Показано, 
що математичний апарат дробового обчислення дозволяє ефективно описувати 
фрактальний характер дифузійних процесів. 

Ключові слова: тепло, маса, дифузія, фрактал, модель, розплав, затвердіня, 
двохфазна зона. 

Вступ 

Проблема вдосконалення прогресивних та створення нових технологій у 

металургії та ливарному виробництві є актуальною для отримання якісного 
литого металу і виливків. Вирішенню цієї проблеми сприяє розробка методик 

визначення температурних полів у процесі затвердіння виливків для 

отримання практичних рекомендацій щодо управління структурою та 
властивостями литого металу [1]. Мікроскопічні та макроскопічні властивості 

темплетів виливків істотно залежать від теплофізичних параметрів системи 
виливок та ливарна форма, а саме, ширини двофазної зони затвердіння 

розплаву, початкової температури розплаву, швидкості охолодження виливка, 

градієнту охолодження розплаву, температури на поверхні ливарної форми [2]. 
З метою отримання дрібнокристалічної структуру металу, зокрема, можливо 

застосовувати технологію легування [3] або, наприклад, газодинамічного 

впливу на розплав в ливарній формі [4]. В роботі [5] наведені результати 
експериментальних досліджень, які свідчать про фрактальний характер 

структуроутворення в двохфазній зоні металевого розплаву, що твердіє. 
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Аналіз моделей тепло і масопереносу в двохфазній зоні розплаву металу 

В роботах [6, 7] наведена термодинамічної постановка задачі 
нестаціонарного затвердіння бінарних систем. Розглянемо затвердіння 

бінарної суміші вздовж просторової осі z  (рисунок 1).  

 

 
Рисунок 1 – Схематичне представлення компонентів суміші 

 
Рисунок 2 – Шкала зон затвердіння [8] 

 

На границі 0z  , системи що розглядається підтримується постійна 

температура const BT T . Границя lh  розділяє рідину і двохфазну зону, sh  між 

двоїхфазною зоною і твердою речовиною. Індекси l , m , s  позначають 

відповідно значення в рідкій, двохфазній зоні та твердій фазі.  

Температурне поле T  в твердій фазі задовольняє рівнянню переносу 
тепла 
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,  0 sz h t  , (1) 

де t  – час, s  – коефіцієнт температуропровідності.  

Рівняння тепло і масопереносу в двохфазній зоні без врахування дифузії в 
твердій фазі має вигляд: 
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 *m mT T C  ,    s lh t z h t  , (4) 

де m  та s  – щільності, mC  – теплоємність, mk  – коефіцієнт теплопровідності, 

L  – прихована теплота затвердіння, lD  – коефіцієнт дифузії, k  – коефіцієнт 

розподілу домішку, *T  – температура фазового перетворення речовини,   – 

нахил лінії ліквідус,   та 1    – частка твердої та рідкої фаз, відповідно. 

Процеси тепло та масопереносу в рідкій фазі описується наступними 
рівняннями: 
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Граничні умови на границях sh  та lh  мають вигляд: 
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Значення кількості рідкої фази  b b   на границі lh  та кількості твердої 

фази  a a   на границі sh  є розв’язком задачі [9]. Аналітичний розв’язок для 

наведеної вище постановки задачі твердіння неведений в роботах [10, 11]. 
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Зважаючи на значний розвиток питань пов’язаних з твердінням двохфазної 
зони, слід зазначити що дана постановка не враховує питання фрактального 

тепло і масопереносу на границі затвердіння розплаву металу. 

Метою статті є аналіз процесів термо та масопереносу, що властиві 
розплаву металу, який перебуває в рідко-тведому стані, та їхній опис із 

застосуванням математичного апарату дробового обчислення. 

Особливості математичних моделей фрактального тепло і 
масопереносу в двохфазній зоні розплаву металу 

Дендритна кристалізація один із найпоширеніших видів затвердіння 
металів і сплавів [12, 13] (рисунок 2, 3). В роботах [14 – 16] для опису процесів в 

фрактальних середовищах рівняння переносу набуває вигляд: 

  
 

2 0
,

,t
q x t

a D u x t
x

 
 


,  (12) 

де 2a та   – додатні величини, які залежать від структури хаусдорфової 

розмірності фрактального середовища, 0tD  – оператор дробового 

диференціювання по t порядку   з початком в початковий момент часу 0t  , 

 ,u x t  – дифузія,  ,q x t  – тепловий потік, a x b   – одновимірне фрактальне 

середовище, 0,t T    – розрахунковий час. 

 

  
Рисунок 2 – Структура литого алюмінієво-

кремнієвого сплаву [12] 
Рисунок 3 – Електронна мікрофотографія центру 

литого злитка низьковуглецевої сталі з 
дендритними шипами [13] 
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З врахуванням закону Фіка (13) рівняння (12 )набуває вигляд (14), (15): 
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де 1 2 0aD a a  . 

Вважається припустимим, що в середовищах із фрактальною геометрією 
порушується закон (13), тоді замість (13) можливо розглядати рівняння вигляду 

          1 1 2, ,0 ,0
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uq x t b t u d b t u d
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де  1b t  та  2b t  – характеристики середовища та процесу переносу,   – 

координата поточної точки. 
Припущення (14) та (16) призводять до розгляду навантаженого рівняння 

переносу  

      
2

0 12 122, ,0t
uD u x a b t u x
x

 


 

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де 12 1 2a a a ,       12 1 2 2b t b t b t a  . 

Рівняння (12) відноситься до класу математичних моделей  
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з потоком  
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де kA , kB ,  , k ,  , k , a  – характеристики фрактального середовища, 

1 2 ... ma x x x    , 1 20 ... nt t t    . 

Рівняння переносу в середовищах із фрактальною часовою та 
просторовою структурою набувають вигляд 
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Якщо 0 1k  ,  k kB B t ,  1 , 0k
axD u t




  при x a  для будь-якого 

0,1,2,...,k n  та 0t  , то рівняння (20) перетворюється на навантажене 

диференційне рівняння переносу дробового порядку 

        0
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де k k    . 

Таким чином, дифузійно-релаксаційні процеси в середовищах з 

фрактальною геометрією для одновимірного випадку можуть бути описані 
рівнянням 

        0 0, , , ,t xD u x B D u t c x t u x t 
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де 0B const   ,   2,c x t    , 0 1  , 1 2   або безперервним 

диференційним рівнянням осередненим по   та   
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Висновки 

В роботі наведені результати аналізу процесів переносу в розплаві, що 

перебуває в процесі затвердіння, встановлений фрактальний характер 

дифузійних процесів, наведені математичні основи дробового обчислення, яке 
застосовується для більш коректного опису дифузійних процесів у фрактальних 

середовищах. 
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T. Selivyorstova, V. Selivyorstov, L. Yvanova 

MATHEMATICAL FOUNDATIONS OF FRACTAL HEAT AND MASS 

TRANSFER IN THE TWO-PHASE ZONE OF THE METAL MELT 

The problem of improving progressive and creating new technologies in metallurgy 
and foundry production is relevant for obtaining high-quality cast metal and castings. The 
microscopic and macroscopic properties of casting templates significantly depend on the 
thermophysical parameters of the casting system and the casting mold, namely, the width of 
the two-phase zone of melt solidification, the initial temperature of the melt, the cooling 
rate of the casting, the cooling gradient of the melt, and the temperature on the surface of 
the casting mold. In order to obtain a fine-grained metal structure. The article presents the 
results of experimental studies, indicating the fractal nature of structure formation in a two-
phase zone of the  solidifying metal melt. The thermodynamic statement of the non-
stationary problem solidifying of binary systems is considered. Transfer equations are 
described that are adequate for media with fractal geometry. The mathematical apparatus 
for describing the curing process from the standpoint of heat and mass transfer in a two-
phase zone and diffusion in fractal media is presented. It is shown that the mathematical 
apparatus of fractional calculation makes it possible to effectively describe the fractal nature 
of diffuse processes. The analysis of the thermal and mass transfer processes in the melt of 
the metal, which is in the rare state, and their description using the mathematical apparatus 
of fractional calculation, have been carried out. 

Keywords: heat, mass, diffusion, fractal, model, melt, solidification, two-phase zone. 
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