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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ 
ЭЛЕКТРОВОЗА ЧС4 

Приведено описание модели колебаний электровоза ЧС4. Последний рассматривается как механическая 
система, состоящая из 9 твердых тел (кузов, рамы двух тележек, 6 колесных пар). 

Ключевые слова: электровоз, моделирование, показатели динамики

Парк локомотивов (и подвижного состава 
вообще) обновляется крайне медленно, маши-
ны эксплуатируются по несколько десятков 
лет, и эта ситуация едва ли изменится в бли-
жайшей перспективе. Замедлить процесс мо-
рального старения можно путем модернизации 
существующих машин. Ниже приведена модель 
колебаний электровоза ЧС4, позволяющая оце-
нить разные варианты модернизации ходовых 
частей. Применен стандартный подход, экипаж 
рассматривается как совокупность твердых тел, 
соединенных упругими, вязкими и фрикцион-
ными элементами. 

1. Конструкция. Локомотив 1-секционный, 
состоит из кузова и двух тележек. Тележки 3-
осные, жесткая рама опирается на буксы колес-
ных пар через пружины 1-й ступени рессорного 
подвешивания, которые работают в вертикаль-
ном направлении. Продольные и поперечные 

нагрузки воспринимают сайлентблоки. У каж-
дой буксы установлен гидравлический гаситель 
колебаний. На раму тележки кузов опирается 
через 4 упругих опоры, которые можно рас-
сматривать как элементы 2-й ступени рессор-
ного подвешивания. Верхняя часть опоры же-
стко связана с кузовом, нижняя скользит по 
тележке, т. е. в  продольном и поперечном на-
правлении опоры работают как фрикционные 
элементы, препятствующие боковому относу и 
повороту тележки в горизонтальной плоскости. 
Гасителей колебаний во 2-й ступени нет. Боль-
шие продольные и поперечные нагрузки пере-
даются от рамы тележки к кузову через шквор-
невой узел. Тележки соединены упругим эле-
ментом, работающим в поперечном направле-
нии. Подвеска двигателей – опорно-рамная. 
Схема расположения элементов рессорного 
подвешивания приведена на рис. 1.

 
Рис. 1. Схема рессорного подвешивания [1, рис. 6]

2. Расчетная схема. Обобщенные коорди-
наты. Экипаж рассматриваем как совокупность 
9 твердых тел (кузов, рамы 2-х тележек, 6 ко-
лесных пар), каждое из которых обладает 6 
степенями свободы, три из которых соответст-
вуют линейным перемещениям центра тяжести 
в продольном x, поперечном y и вертикальном z 
направлениях, три – вращениям вокруг про-

дольной θ , поперечной φ и вертикаль-
ной ψ осей, проходящих через центр тяже-
сти соответствующего тела (они являются 
главными центральными осями инерции либо 
мало отличаются от последних). Верхний ин-
декс «к» обозначает кузов, «р» – раму тележки, 
«кп» – колесную пару, нижние индексы нуме-
руют тела, i – номер тележки по ходу движе-
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ния, m – номер скользуна или номер колесной 
пары в тележке, j – сторона вагона (1 – левая, 2 
– правая).  Непосредственно взаимодействую-
щая с колесом часть верхнего строения пути 
моделируется как механическая система с дву-
мя степенями свободы, соответствующим по-
перечному р

imjy  и вертикальному р
imjz  переме-

щениям головки рельса. Все перемещения счи-
таются малыми, кроме угла поворота колесной 
пары вокруг своей оси кп

imφ .  Общее количество 
степеней свободы – 78. 

3. Упругие опоры кузова на раму тележки 
(вторая ступень рессорного подвешивания). 
Деформации опор (компоненты перемещения 
кузова относительно рамы тележки вблизи 
опоры): 
ск к к ск, к р р ск,р
imj imj i i imj= + − −r r Γ r r Γ r ,     (1) 

( )ск ск ск ск T
imj imj imj imjr = x y z , 

где кr , р
ir  – смещение центра тяжести кузова и 

рамы i-й тележки относительно положения 
равновесия, 

( )к к к к T
= x y zr ,   ( )р р р р T

i i i i= x y zr ; 
кΓ , р

iΓ  – матрицы поворота 
взаимодействующих тел, 
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imjr  – координаты опоры в системах 
отсчета, связанных с кузовом и рамой  i-й 
тележки, 
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imδ – символ Кронекера (равен единице, если 
оба индекса принимаю одинаковые значения, и 
нулю, если разные); ( ) i1 i2S i = δ δ−  – функция, 
значение которой равно единице, если ее 

аргумент равен 1, и 1− , если аргумент равен 2; 
2 10,5 мl = – база кузова; 0,9 мad = , 1,1 мbd =  
– расстояние в продольном направлении от 
шкворня до наружных и внутренних опор 
соответственно (см. рис. 1); 22 2,08 мb =  – рас-
стояние в поперечном направлении между 
опорами; к, ск 1,15 мh = , р, ск 0,21 мh =  – рассто-
яние от центра тяжести кузова и рамы тележки 
до плоскости опор; 0,68 мxd =  – расстояние в 
продольном направлении от центра тяжести 
рамы тележки до шкворня. 

Вертикальная компонента силы взаимодей-
ствия кузова и тележки в опоре вызвана дефор-
мацией витой 2-рядной пружины жесткости 

(2) 1930 кН/мzC = , 
ск (2) ск
imj z imjZ = C z . 

Продольная и поперечная компоненты силы 
обусловлены трением скольжения нижней части 
опоры по раме тележки, 

( ) ( )
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ск ск

2 2 2ск ск8
imj

imj imj
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где к 68,9 тm =  – масса кузова; значение коэф-
фициента трения 2µ  не приведено в техниче-
ской документации на локомотив, поскольку 
нижняя часть опоры и скользун тележки нахо-
дятся в масляной среде, можно считать, что 

2 0,05 0,10µ = … . Все компоненты силы соберем 
в вектор 

( )ск ск ск ск T
imj imj imj imj= X Y ZF . 

В дальнейшем, для других узлов сочленения, мы 
не станем выписывать выражение для деформации, 
которое строится по той же схеме, что и выражение 
(1), оговаривать связь  вектора перемещения центра 
тяжести r  и матрицы поворота Γ  с обобщенными 
координатами x, y, z, θ , φ , ψ , вектора F  с компо-
нентами силы X, Y, Z и проч., а ограничимся лишь 
выражениями для координат точек крепления узла 
сочленения к взаимодействующим телам и для силы 
взаимодействия (через относительные перемещения 
и скорости). 

4. Шкворень, как и упругие опоры соединя-
ет кузов с рамой тележки. Координаты шкворня 
в системах отсчета, связанных со взаимодейст-
вующими телами: 
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где к, ш 1,46 мh = , р, ш 0,10 мh =  – высота цен-
тра тяжести кузова и рамы тележки над шквор-
нем. Продольные усилия передаются через 
шкворень жестко ( ш

xC  – десятки тысяч кН/м). 
Поперечные усилия воспринимают пружины, 
расположенные по обе стороны от шкворня 
(слева и справа). Жесткость каждой пружины 

ш 1,85 МН/мyC = , пружины установлены с 
предварительным натягом, поэтому при малых 

поперечных перемещениях (до ш
1 8 ммδ = ) ра-

ботают обе пружины, при больших (до 
ш
2 20 ммδ = ) – только одна, а затем к работаю-

щей пружине подключается резиновый упор с 
жесткостью шу 0,91 МН/мyC = . Таким образом, 
сила в шкворне равна 
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5. Буксы (первая ступень рессорного подве-

шивания). Координаты буксы в системах отсче-
та, связанных с центрами тяжести рамы тележ-
ки и колесной пары: 
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где 12 4,6 мl =  – база тележки; ш
1 1,85 мl =  – 

расстояние от шкворня до наружной колесной 
пары; 12 2,08 мb =  – расстояние между буксами 
одной колесной пары (по осям упругих элемен-
тов 1-й ступени рессорного подвешивания); 
р, б 0,475 мh =  – высота центра тяжести рамы 

тележки над плоскостью колесных пар. Раму с 
колесной парой соединяют поводковая группа 
и 2 вертикальные витые пружины. Жесткости 
поводковой группы: пг1 70 МН/мxC = , 

пг1 6 МН/мyC = , пг1 540 кН/мzC = . Жесткость 
пружины в вертикальном направлении – 

пр1 450 кН/мzC = . В каждой буксе установлен 
гидравлический гаситель колебаний, вязкость 
которого равна ( )1 50 т/сβ = . Гаситель перпен-
дикулярен поперечной оси и наклонен к про-
дольной оси под углом o45α= . Поскольку же-
сткость первой ступени в продольном направ-
лении намного больше, чем в вертикальном 

(соединение практически жесткое), продольной 
компонентой силы в гасителе колебаний (и 
влиянием продольной компоненты скорости на 
силу) можно пренебречь. Полная сила в буксо-
вом узле: 

( )

пг1 б

б пг1 б

пг1 пр1 б (1) 2 б2 sin

x imj

imj y imj

z z imj imj

C x

= C y

C + C z + β α z
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⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

F . 

6. Межтележечное соединение позволяет 
уменьшить поперечную силу, действующую на 
первую колесную пару в кривых. Оно работает 
только в поперечном направлении. Координаты 
соединения в системе отсчета, связанной с ра-
мой i-й тележки: 

( )( )
мс, 

мс

0
x

i

S i l d
=

h

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

r , 

где мс 0,3 мh =  – расстояние по вертикали от 
центра тяжести рамы до оси соединения. При 
относительных перемещениях до мс 8 ммδ =  
деформируется резиновый элемент с малой же-
сткостью мср 196 кН/мyC =  (на некоторых ма-
шинах его может и не быть) , затем включаются 
тарельчатые пружины, жесткость которых рав-
на мс 4,22 МН/мyC = , они установлены с пред-

варительным натягом мс 39,2 кНN = . Выраже-
ние для силы запишем, пренебрегая жесткос-
тью резинового элемента: 
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7. Тяговые усилия. Вращающий момент от 
электродвигателя через редуктор передается на 
зубчатое колесо диаметра зк 0,883 мd = , плос-
кость которого находится на расстоянии 
зк 0,263 мb =  от плоскости среднего круга ка-

тания левого (для второй тележки – правого) 
колеса. На первой тележке редуктор находится 
за зубчатым колесом (если смотреть по ходу 
движения), на второй – перед ним. Если N – 
суммарная мощность тяговых двигателей (на 
выходе из редуктора) и V – скорость движения 
экипажа, то тяговое усилие, приложенное к ка-
ждому зубчатому колесу равно 

т
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0
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где 1,25 мd =  – диаметр колеса колесной пары. 
Координаты точек приложения этих сил в сис-
темах отсчета, связанных с рамами тележек и 
колесными парами – 

( ) ( )( )

( )( )

зк
ш
1 1

т, р зк

р, б

2
2x

im

dS i d +l +l S i m

= S i b b

h

⎛ ⎞⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎝ ⎠
⎜ ⎟

− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

r ,   

( )
( )( )

зк

т,кп зк

/ 2

0
im

S i d

= S i b b

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
− −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

r , 

где 2 1,58 мb =  – расстояние между средними 
кругами катания колес. 

Возникающая в автосцепке сила 
а
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приложена к точке 
бб
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0
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где а, н 14 МН/мC = , а, р 2 МН/мC =  – эффекти-
вные жесткости упряжи при нагружении и раз-
грузке; бб2 17 мl =  – расстояние между погло-
щающими аппаратами (буферными брусьями); 
а 1,405 мh =  – высота центра тяжести кузова 

над осью автосцепок. 
8. Силы взаимодействия колес и рельсов. 

Модель взаимодействия колесной пары и пути 
не является специфичной для локомотива ЧС4, 
поэтому здесь мы на ней останавливаться не 
станем. 

9. Уравнение колебаний кузова. Как мы уже 
говорили, углы (и угловые скорости) поворота 
кузова считаются малыми величинами, поэтому 
в уравнениях Эйлера можно опустить слагае-
мые с произведениями угловых скоростей и 
пренебречь изменением плеч, вызванным пово-
ротом кузова, после чего уравнения движения 
примут вид: 

к к а ск ш
imj i

i,m, j i
m = − −∑ ∑r F F F , 
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а, к а ск, к ск ш, к ш
imj imj i i

i,m, j i
= − −∑ ∑R F R F R F . 

Здесь к 253,3 т мxI = ⋅ , к 22100 т мyI = ⋅ , 
к 22120 т мzI = ⋅  – главные центральные момен-

ты инерции кузова относительно продольной, 
поперечной и вертикальной осей. Через R  обо-
значена кососимметричная матрица, ассоции-
рованная с вектором координат точки прило-
жения силы ( )T= x y zr , который снабжен 
тем же набором индексов, т. е. 

z y
= z x

y x

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

R . 

10. Уравнение колебаний рамы тележки:  
( )р р ш ск б т мс

i i imj imj im
m, j m, j m

m = + S i− − −∑ ∑ ∑r F F F F F ,
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( )

р р
2

р р ш,р ш ск,р ск б , р б т,р т мс, мс
2

р р

x i
i

y i i i imj imj imj imj im im
m, j m, j m

z i

I θ
dI φ = + S i
dt

I ψ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑R F R F R F R F R F ,

где р 21,2 тm = , р 28,86 т мxI = ⋅ , р 284,4 т мyI = ⋅ , 
р 292,7 т мzI = ⋅  – масса и главные центральные 

моменты инерции рамы тележки. 
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О. Г. РЕЙДЕМЕЙСТЕР, М. П. СНІТКО 

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ КОЛИВАНЬ ЕЛЕКТРОВОЗА ЧС4 

Наведено опис моделі коливань електровоза ЧС4, що розглядається як механічна система з 9 твердих тіл 
(кузов, рами двох візків, 6 колісних пар). 

Ключові слова: електровоз, моделювання, показники динаміки 
 
 
O. H. REYDEMEYSTER, M. P. SNITKO 

MATHEMATIC SIMULATION OF VIBRATIONS  
OF ELECTRIC LOCOMOTIVES ChS4 

The article describes the model of vibrations of an electric locomotive ChS4. A vehicle is considered as a 
mechanical system of 9 rigid bodies (a body, 2 bogie frames, 6 wheelsets). 

Keywords: electric locomotive, simulation, dynamic indices 
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