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ПРО ОДНУ ВЛАСТИВIСТЬ МОДУЛIВ НЕПЕРЕРВНОСТI ВИЩИХ ПОРЯДКIВ
ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ

For the moduli of continuity of 2\pi -periodic functions \omega k(f, h) of order k = 1, 2, . . . , we prove the inequalities

\omega k(f, \pi ) \leq 
2k

C
[ k
2
]

k

1

\pi 

\pi \int 
0

\omega k(f, h)dh,

for even k. The inequalities are exact in the spaces C2\pi and L1[ - \pi , \pi ].

Для модулiв неперервностi 2\pi -перiодичних функцiй \omega k(f, h) порядку k = 1, 2, . . . доведено нерiвностi

\omega k(f, \pi ) \leq 
2k

C
[ k
2
]

k

1

\pi 

\pi \int 
0

\omega k(f, h)dh,

якi для парних k є точними у просторах C2\pi i L1[ - \pi , \pi ].

Для функцiй f простору C2\pi , 2\pi -перiодичних, неперервних на R iз нормою \| f\| = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | f(x)| ;
x \in R\} , розглянемо властивостi функцiї \omega k(f, h), k \in N, h \geq 0, її модуля неперервностi
порядку k:

\omega k(f, h) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
| t| \leq h

\| \bigtriangleup k
t f\| , \bigtriangleup tf(x) = f(x+ t) - f(x),

\bigtriangleup k
t f(x) = \bigtriangleup k - 1

t (\bigtriangleup tf(x)) =
k\sum 

\nu =0

( - 1)k - \nu C\nu 
kf(x+ \nu t).

При k = 1 повний опис класу модулiв неперервностi наведено в [1], а при k > 1 такого
опису немає.

Нехай деяка функцiя \omega (h), h \in [0, \pi ], має такi основнi властивостi модуля неперервностi
порядку k, k > 1:

1) \omega (0) = 0;

2) \omega (h) неперервна та неспадна;
3) \omega (nh) \leq nk\omega (h), n \in N.

Сукупнiсть вiдомих властивостей ще не гарантує iснування функцiї f такої, що \omega k(f, h) =

= \omega (h) для всiх h \in [0, \pi ]. Тому виникає необхiднiсть в дослiдженнi додаткових властивостей
модулiв неперервностi вищих порядкiв.

Нехай e0(f) = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\{ \| f  - c\| ; c \in R\} — найкраще наближення f сталою.
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Теорема 1. 1. Для будь-якої функцiї f \in C2\pi , k \in N, виконується нерiвнiсть

e0(f) \leq 
1

C
[ k
2
]

k

1

\pi 

\pi \int 
0

\omega k(f, h)dh. (1)

У випадку парного k нерiвнiсть (1) є точною:

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in C2\pi ,f \not =\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}

e0(f)

1

\pi 

\int \pi 

0
\omega 2k(f, h)dh

=
1

Ck
2k

. (2)

2. Для всiх k \in N i f \in C2\pi виконується нерiвнiсть

\omega k(f, \pi ) \leq 
2k

C
[ k
2
]

k

1

\pi 

\pi \int 
0

\omega k(f, h)dh. (3)

При парних k нерiвнiсть (3) є точною:

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in C2\pi ,f \not =\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}

\omega 2k(f, \pi )

1

\pi 

\int \pi 

0
\omega 2k(f, h)dh

=
22k

Ck
2k

. (4)

Зокрема, з нерiвностi (3) випливає, що степенева функцiя h\alpha , \alpha > 0, h \in [0, \pi ], не є

модулем неперервностi порядку k при \alpha >
2k

C
[ k
2
]

k

 - 1.

Iдея доведення нерiвностей вигляду (3), яка заснована на точних оцiнках вигляду (2) вели-
чини e0(f), з’явилася в роботi [2] у випадку k = 1 в метрицi L2[ - \pi , \pi ]. Подальшi результати
для k = 1 в метрицi Lp[ - \pi , \pi ], p \in [1,\infty ), отримано в [3, 4].

Доведення теореми. За спiввiдношенням двоїстостi

e0(f) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
\bigl\{ 
\langle f, g\rangle ; g \in H0

1

\bigr\} 
, де \langle f, g\rangle =

\pi \int 
 - \pi 

f(x)g(x)dx,

H0
1 =

\left\{   g \in L1[ - \pi , \pi ], \| g\| 1 =
\pi \int 

 - \pi 

| g(x)| dx = 1, g\bot 1

\right\}   .

Нехай g \in H0
1 . Розглянемо величину

I =
1

2\pi 

\pi \int 
 - \pi 

\biggl\langle 
\bigtriangleup k

t f(x), g

\biggl( 
x+

\biggl[ 
k

2

\biggr] 
t

\biggr) \biggr\rangle 
dt.

Оскiльки g\bot 1, то при \nu \not =
\biggl[ 
k

2

\biggr] 
1

2\pi 

\pi \int 
 - \pi 

f(x+ \nu t)g

\biggl( 
x+

\biggl[ 
k

2

\biggr] 
t

\biggr) 
dt = 0,
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а при \nu =

\biggl[ 
k

2

\biggr] 
1

2\pi 

\pi \int 
 - \pi 

f

\biggl( 
x+

\biggl[ 
k

2

\biggr] 
t

\biggr) 
g

\biggl( 
x+

\biggl[ 
k

2

\biggr] 
t

\biggr) 
dt =

1

2\pi 
\langle f, g\rangle .

Тому

I = ( - 1)k - [ k
2
]C

[ k
2
]

k \langle f, g\rangle ,

e0(f) \leq 
1

C
[ k2 ]
k

1

2\pi 

\pi \int 
 - \pi 

\| \bigtriangleup k
t f\| dt \leq 

1

C
[ k2 ]
k

1

\pi 

\pi \int 
0

\omega k(f, t)dt.

Нерiвнiсть (1) доведено.

Для доведення рiвностi (2) покладемо f(x) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}x. Тодi \| \bigtriangleup 2k
h \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}x\| =

\biggl( 
2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

h

2

\biggr) 2k

i
1

\pi 

\int \pi 

0

\biggl( 
2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

h

2

\biggr) 2k

dh = Ck
2k [5, c. 175].

Оскiльки \omega k(f, \pi ) = \omega k(f  - c, \pi ) \leq 2k\| f  - c\| для будь-якої сталої c, то з (1) випливає (3).
Функцiя f(x) = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}x у (4) є екстремальною.

Теорему доведено.
Наведемо доповнення та зауваження до теореми.
1. Для непарних k функцiя \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}x в (1), (3) не є екстремальною. У нас є гiпотеза, що для всiх

k \in N екстремальною в (1), (3) буде функцiя \varphi 1(x) = | x|  - \pi 

2
, x \in [ - \pi , \pi ], i \varphi 1(x+2\pi ) = \varphi 1(x).

Зрозумiло, що \omega k(\varphi 1, h) для h \leq \pi — кусково-лiнiйна функцiя. В результатi обчислень
\omega k(\varphi 1, h) для невеликих значень k гiпотеза пiдтвердилась:

\omega 1(\varphi 1, h) = h, \omega 2(\varphi 1, h) = 2h,

вузли

\omega 3(\varphi 1, h) - 
\Bigl( \pi 
2
, \pi 

\Bigr) 
, (\pi , 4\pi ),

\omega 4(\varphi 1, h) - 
\Bigl( \pi 
2
, 2\pi 

\Bigr) 
, (\pi , 8\pi ),

\omega 5(\varphi 1, h) - 
\Bigl( \pi 
3
, 2\pi 

\Bigr) 
,
\Bigl( \pi 
2
, 2\pi 

\Bigr) 
,

\biggl( 
2\pi 

3
, 6\pi 

\biggr) 
, (\pi , 16\pi ).

2. Точнiсть нерiвностi (3) достатньо довести лише для непарних k; звiдси буде випливати
точнiсть i для парних k. Точнiше, якщо деяка функцiя g екстремальна в (3) для 2k+1, то вона
є екстремальною i для 2k + 2: оскiльки \omega 2k+2(g, h) \leq 2\omega 2k+1(g, h) i 2Ck

2k+1 = Ck+1
2k+2, то

e0(g)

1

\pi 

\int \pi 

0
\omega 2k+2(g, h)dh

\geq e0(g)

2

\pi 

\int \pi 

0
\omega 2k+1(g, h)dh

=
1

2Ck
2k+1

=
1

Ck+1
2k+2

.

3. Теорема, очевидно, є правильною i для простору L1[ - \pi , \pi ]. При парних k екстремальною
функцiєю буде також \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}x, а при непарних k екстремальною, можливо, буде функцiя \varphi 0(x) =

= \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}x.
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