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Введение 

Грандиозные ш1аны капнтаJJьного строите.1ьства в нашеii стра­
не, вытекающие из Программы Коммунистической партии Совет­
ского Союза, осуществляются путем широкой индустриат1зацни и 
комплексной механизации производства. 

Большинство мостов, которые строятся в настоящее время или 
намечаются к постройке, выполняются из жеJ1езобетона. Широкое 
применение этого строительного материала отвечает соврсменныl\1 

задачам развития народного хозяйства СССР и дает возможносrь 
применять прогрессивные (сборные и предварите.1ьно напряжен­
ные) конструкции. Эти типы конструкций позвоJiяют и1щустриали­
зовать, механизировать пронзводство и значительно повысить тем­

пы строительства. 

В отечественном мостостроtш1и успешно осуществляется внед­
рение сборных конструкций, особенно д.1я балочных мостов прн 
перекрытии малых и средних пролетов. При больших пролетах 
обычно применяют арочные системы. Но не все арочные системы 
приспособлены для выпот1ения их в сборном nарианте. В это:-..1 
смысле бо.1ее приемJJемой системой является конструкция, пред­
ложенная швейцарским инженером Майяром и несколько усо­
вершенствованная советским инженером А. С. Баче.1исом. 

Пролетные строения системы Л'\айяра представляют собой трех. 
шарнирный свод (арку), состоящий из верхней и нижней плит, 
соединенных между собой продольными вертикальными ребрами 
(стенками). Сечения свода с11льно развиты D высоту и уменьшают­
ся от места примыкания балок к замку и пятам. Надарочным 
строением являются разрезные балки, опирающиеся одним концом 
на свод, а другим-на опору. На.1ичие толыю четырех 1<онструктив­
ных элементов (двух полусводов и двух балок) указывает на 
возl\южность применения сборных 1<0нструкций в пролст1юl\1 строе­
нии системы Майяра. 

В СССР первый мост такой конструкции про..:1стом l=-= 120 м под 
железную дорогу бы.1 построен н 1936 г. (автор прое1па инж. 
А. С. Бачелис). 

В 1962 году сдан в эксш1уата11ию автодорожный мост. Средниii 
пролет моста перекрыт трехшарнирной аркой системы Майяра. 
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Проект 1\tоста разработан Киевским филиалом Союздорпроекта. 
В имеющейся .1итературе особо подчеркивается экономичност1, 

таких систем. 

Многие вопросы, связанные со статической и динамической ра­
ботой пролетных строений системы Майяра, до настоящего вре-
1\tени еще не исследованы. Некоторые из них рассмотрены в на­
стоящей работе. 

Реферируемая работа состоит из шести глав, заключения и 
приложений. 

1. Современное состояние вопроса о колебаниях арочных систем 

В первой главе дан краткий очерк развития отечественных н 
зарубежных исследований свободных и вынужденных колебаний 
арочных систем (работы Е. С. Сорокина, К. Федергофера, 
А. И. Осе.1едько, И. М. Рабиновича, А. Ф. Смирнова, Н. К. Снитко, 
А. Б. Морrаевского, Н. Г Бондаря, С. И. Конашенко, Ю. А. Рад­
зиховского). Также дается обзор работ, посвященных вопросv 
учета инерции подвижной нагрузки (работы Заллера, Шаллен­
ка:.1па, С. А. Ильясев11ча, И. И. Го.1ьденблата, В. В. Болотина, 
А. Б. Моргаевского, А. П. Фи.1:111пова, С. И. Конашенко, Ю. М. Май­
зе:1я, А. Д. де Патера, Е. Ф. Радзиховской). 

11. Выбор основных параметров свода (арки) системы Май~1ра 

е ОТЛИЧИе ОТ других арОЧНЫХ CИCTCVi, J!l-'CT•Jf!HJ.faH нагрузка СВО­
ДОВ (lfстемы Маl1яра состоит из распреде.1енной по пролету и со­
средоточенноi'1 в места.\ примы1<а11ня ба.;юк надарочного строения. 
Taкoii характер постоянной 11агрузки требует опреде.1ения рацио­
на.1ьной оси свода. 

Та!\ ка1< постоянная нагрузка является симметричной, то для 
по.1учсния уравнен11я рациона.1ы1оii оси в 1<ачестве расчетно!'~ схе­

''ы принята эквива.1ентная схе~1а в виде полуарки с горизонта.1ь­

ным опорным стержнем в зю1ке. За рациональную ось принимает­
ся кривая дав.1ен11я от постоянной нагрузки. 

Рассмотрены три с.1учая изыенения постоянной нагрузки. Во 
всех случаях начало 1юординат принято в зам1<е. 

Случай 1. Изменение интенсивности постоянноi'1 нагрузки мож­
но выразить одним ана.11пическим выражением: 

q(x)= q3 1 +--А- - В [ 
2х 4х2 ] 

l /% 
(1) 

Здесь обоз11а 1 1е1ю: А == ·1k -- т-3, в= 4k -· 2111 -2, 
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где q3 , qn, qч - интенсивности нагрузки в замке, пяте и в месте 

примыкания балки. 
В этом случае предполагается.что баJJки опираются на свод в 

четвертях про:1ета. Так как там приложена с1ма Р (половина ве­
са бал1<Н), то уравнения рац11011альноii оси даются по участкам. 

_96/е~{ ++ ~ [4k(t-e1)-m(l-2e1)-(3-2e1)]} 

Уа- 8k+3п+ 4 

96ft i { ~ + ~~ [ 4k( 1-e1)-m(l- 2~ 1 )-- (3 - 2; 1)]} + Зfп(4Е 1 -1) 

у2= 8k+зп+4 ' 

где 

(2) 

/-стрела подъема оси свода, ~ 1 = ~ - безразмерная аб­
! 

q" сцисса, п = - , q6 - инт~нсивность равномерно распределенной 
qз 

нагрузки от собственного веса балки. 

Случай 2. Закон изменения 1штснсив1юсп1 постоя 11 ной 11 а груз­
ки нельзя выразить одним анатпическим выражением. Для раз­
ных участков его можно выразить та1с 

q (х) = qя [ 1 + (k* - 1) ~:] 

q(x) = q" 
( ~ - х )2 

[ 1 +(и - 1) -------] 

( 
l \ 2 

2 -а) (3) 

где 

qa - интенсивность нагрузки в месте примыкания балки, 
а - расстояние от замка до сечения, где примыкает 

балка. 
После ряда преобразований получены уравнеюfя рацио­

нальноА оси по участкам: 
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л~ [6 + (k* - 1) _;~] 
~2 

У1 ~ ----------'----
~2 (3 N + M Q-t-R+L(l-~)] 

f'~ !N(б-4,.+Ф + М] + ;2R+(;~-~)1.-r Q 
У2= 

3 N + М -f- Q + N + L (1-~) 

2х 
Здесь обозначено: е2- - , N= 

l 

12 (1 - ~) 6п 
R-= ~ (•,У- m11) , L = ~· 

и -- 1 2+ k• 2а 
,...,_ (1-~)1 • ·~ = -3- . ~ = -,- ,... 

2 (1 ~ )] 
ll - 1 4 

/11 ~ 1 + -3 - [ 1 + ( 1 - ~)2 

бт 
, Мое ~2 , 

{ ~z) 
, 11-I [ ,t-3] 

1-г -- 1+---
2 - (1 - ~)· -

(4) 

Случай З. Закон 11зменеш1я интенсивности постоя11ной на­
грузки нельзя выразить одннм ана.1итнческнм в~1ражением, и на­

грузка имеет разрыв в месте пр11мыка11ия ба:1ки к своду за счет 
рез1юго изменения высоты свода. 

Интенсивность постоянной нагрузю1 распредеJiена на полуарке 
по законам: 

q(x)=q,[1+(k•--1<:J (0<-х<.:а) 

. (и 1 - 1) ( ~ - х У 
q (х) =qn [ 1 + --, / a)i_. -J (11 х < +) 

( 2 

) 

1 
( 

1 
' 

(5) 

где 

qч, q. - интенсивности 11а1·рузок в месте разрыва. 

В этом случае уравнения рациональной оси буду г: 
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v -• 1 

/(1-1);~ [6 +<k*- 1) ~] (Q < ;~ < 2;) )l 

?2 [З N1 М + Q, R, !. (1- m 
.\'2 - ! j (1- ·о г ;11 N, (ri· -4;~+ е~ + MJ+ ;' R,+ (;~- ~)_!:_ + Q,l + 1 l l''211 < ;~ < 1) 1 

\ \ .ЗN, М + Q + Н, /_ (1 -- ?) J 1 
'} 

(6) 

1 !а ос1юв1шии ана:шза да1111ых, привсдснш,1х в .1итературе, 
прсд.~<~гается закон изменения мш1ентов и11ср1tии поперечных с~­

че11иi'1 в следующем виде: 

Ja (х) ,,,... .. 

Cus 'fx 

r• \ 
+ N:__\ 

Ь' J 

(О< х < п) 

(О-< х -~ Ь) 

j 
J (7) 

где J
0
(x), lь (х)- моменты инерции поперечных сечений свода с 

абсциссой х (соответственно на у·частках «Ф> 11 «В»), 
13 , Jn - моменты инерции поперечных сечений соответствен· 

но в замке и пяте, J" *=ln cos <f'п• 9п -- угол наклона к горизонту 
касательной к оси свода в пяте, Cflx - угол наклона к горизон-
ту касательной к оси свода в сечении с абсциссой х; А, В, С, Д, 
М, N - постоянные коэффициенты. 

Пер1юе выражение (7) соответствует участку «а», т. е. от зам­
ка до сечения, где примыкает балка. Второе выражение - участку 
«В», т. е. от пяты до сечения, где примыкает балка. Начало коор­
динат для участка «а>> - в замке, для участка «В» - в пяте. 

Значения коэффициентов А, В, С, Д, М, N определялись из ус­
ловия прохождения кривой моментов инерции через четыре точки: 
на участке «а» - через точки, соответствующие моментам инер­

ции в замке ,в месте при·мыкания балки, а также через две точки, 
лежащие внутри участка: на участке «В» - через точки, соответ­

ствующие моментам инерции в пяте, в месте примыкания балки, 
а также чере] две точки, .r1ежащ11е внутри участка. 

111. Свободные колебания 

Точное решение задачи об определении частот свободных коле­
баний арки (свода) требует учета непрерывного распределения 
массы по длине арки, т. е.рассмотрення системы с бесконечным 
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числом степеней свободы. Относительно сложные законы распре· 
дс!!ения массы и моментов инерции поперечных сечений затруд­
няют получение та1юго решения. Поэтому при определении частот 
свободных колебаний в качестве расчетных схем принимаются ди­
намически эквивалентные схемы с дискретным расположение:-.~ 

массы с двумя и тремя степенями свободы. При этом учитыва­
лись верт11кальш,1е и горизонтальные силы инерции. 

Д1111амическ11 эквивалентная схема, соответствующая 1<осо­
симметричным формам колебаний, представляет собой полуарку 
с вертикальным опорным стержнем в замке. Для прямосимметрич­
ных форм колебаний динамически эквивалентная схема имеет вид 
полуарки с горизонтальным стержнем в замке, так как в этом слу­

чае распор и перемещение по оси симметрии пролетного строения 

не равны нулю. 

В системе с двумя степенями свободы масса сосредотачивалас1, 
на полусводе в месте примыкания ба.1ки (кососимметричная фор·· 
ма колебаний) или в замке (прямоснмметричная форма). При трех 
степенях свободы масса сосредотачивалась в месте примыкани•1 
балки и в замке. Приведенная масса определялась по методу уз­
ловых масс*). В этих случаях влияние надарочного строенич 
(балки) учитывалось путем присоединения половины массы ба~1-
к11 к массе полуарки. 

Определив единичные перемещения в соответствующих рас­
четных схемах и составив уравнения движения, исходя из услови;1 

нетривиальности решения, получим выражение для приближенного 
определения 11астот1.1 свободных колебаний в случае системы с дву­
мя степенями свободы. 

(8) 

где М - прнведе1111ая масса, oi• - коэффициент влияния пе­
ремещений. 

Для системы с тремя степенями свободы после аналогичны:< 
операций получено вековое уравнение 

( 
м~ ~ \ 

где D,...., м. 011 -! С.2. + - о,э} 
м. 

(9) 

") Н. К. Снитко. М('то:.tы :рас•1ста сооружений на. вибрацию 11 у,1ар, Гос· 

стройиздат, 1953. 
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А= .... 
Как показыпают вычисления, наибо.r~ьший 1юре11ь уравнешfq 

(9) близо1< 1< 1юэффицие11ту пр11 Л2 • Это обстоятельстоо позволяет 
пренебречь сuободным членом, так как два остальных корня зна­

чительно меньше, н рассматриuать кnадратное ураnнение. При это\1 
будет потерян корень, соотuетстоующнй оысшей частоте. Решач 

1 
кuадратное уравнение и учитывая соотношение. Л= -~ , получим 

w-

п рибл 11жен 11ую формулу для ощн•деления частоты сuободных K•J· 
лебаний. 

V [) 
"' -' - D~-K (10) 

С нелыо проверю~ степени точности формул (8) и ( 10) были 
определены частоты и формы колебаний для системы с семью 
степенями свободы прн помощи метода последовательных прибл11-
же11ий*). Мзсса свода и надарочного строения сосредотачиваетс:1 
в месте примыкания бал1ш, n эамке и u середине участкоn «а» и 
«П». Велнчнны приведенных масс определяются по методу узло­
вых масс. 

Частоты свободных колебаний косо- и прямосимметричноi'I форм, 
полученные для пролетного строения чере:~ канал Москва-Волга, 
лр1111t.'де11ы в табл. 1. 

Табтща 1. 
----·-------

··--- _____ Ч_а_ст_о_ты_свобс.;111ых_ КОJ]С~_11_11_й_~.:.../с_е_к_. ________ _ 
косос11ммстр11 1111ая форма 

-по_ф_о_р_111_у_л_е 1 по ф(о1r0~)1~ле. ·1 -~ослел.оват. 
(8) пр11бл11же11. 

12,7 1 12,о 1 11.s ,- 10, 1 1 14,6 

Определены также з11.аченнн и построены графики частот свn-
60;1.ных ко,1еба1111Г1 косо- 11 пря'\юсимметричной форм в зависи­
\1остн от подъемнстости свода. Во всех рассмотренных случаях 
при опреде.1ении частот свободных ко.1еба11ий расчетные схемы 
uыб11ра:111сь без по:1ного учета надарочного строения. В этих слу­
чаях учитывалась только часть массы ба:1ки, которая приводилас1, 

к своду. Длн проверки точности приннтых схем опредеJ1ены частоты 

*) И. М. Бабаков. Теория колебаний. Госиздатсльстоо тех11ико-теорети•1с­
ской т1тсратуры, Москоа, 1953. 
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для расQетной схемы в виде полу арки с балкой надарочного строе­
ния.Масса свода сосредотачивалась в тех же сечениях, что и для 
системы с семью степенями свободы, а масса надарочного строе­
ния - в середине пролета балки и в месте примыкания к своду. В 
этом случае система имеет восемь степеней свободы. 

Первые две частоты и формы колебаний моста через канал 
Москва-Волга, вычисленные для расчетных схем с семью и вос~,­
мью степенями свободы, близки. Следовательно, влияние надароч­
ного строения несущественно и им можно пренебречь. 

1 V. Экспериментальные исследования 

С целью проверки точности формул (8) и (9) были проведен!.>~ 
эксперименты на модrлях н в натуре (автодорожный мост). При 
изготовлении модеJiей не ставилась задача моделирования реалh­
ных пролетных строений; нужно было лишь установить влияни•; 
параметроо системы на частоты свободных ко.1ебаний. Всего было 
изготовлено четыре моде.1и с расчетным пролетом l= 165 см и с 
подъемистостыо а =0,094; 0,154; 0,192; 0,291. Модели выполнены 
из листового органического стекла. 

Свободные колебания моделей возбужда.1ись путем мгновенно· 
го обрыва груза, подвешенного 1< модели. Для возбуждения прямо. 
симметричных колебаний груз при помощи капроновой нити под­
вешивался к дюралевой трубке, уложенной на подвесках, при­

крепленных к МОJJ.СЛИ в четвертях пролета. Для кососимметричных 
колебаний груз подвешивался непосредственно к подзвеске, при­
крепленной к модели в четверти пролета. По два проволочных 
датчика, образующих полумост, наклеивалось на нижнюю плиту 
модели в четверти про.'1ета. Два других по.тумоста собраны н1~-
11осредственно в усилителе. Колебания моделей запнсывались на 
пленку с помощью осцил.rюграфической установки. 

Мостоиспытате.1ьной J1абораторией ДИИТа (при участии авто­
ра) в 1962 году проведено обследование и испытание автодорож­
ного железобетонного моrт<t. Каньон реки перекрыт трсхшарнирньв1 
арочным пролетным строением системы Майяра. 

Испытание моста проводилось с целью выяснения работы пр·J­
.1етных строений под статической и динамичес1<0й нагрузками. 
Статическими нспытания:-.ш трехшарнирного грочного пролетного 
строения предусматривалось определение прогибов и напряжений 

в арках. С этой целью измерялись прогибы арок в двенадцати се· 
чениях и наr~ряжения-в четырех сечениях. Д.1я измерения прогибов 
применялись дистанционные прогибомеры с проволочной связью. 
Деформации измеря.1ись проволочными датчиками сопротивления. 

Динамические испытания арочного пролетного строения пр•J­
водились с целью выяснения динамических прогибов арок, частог 
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свободных колебанш~1 пролетного строения, форм и декремента 
колебаний. 

Для измерения динамических хара1перистнк использовались те 
же приборы в тех же сечениях, что и при статических испытания<. 

Испытательная нагрузка при статических испытаниях состоя.r1з 
нз восьми самосва.10в (5IАЗ-210Е и МАЗ-509), 1<0торые пропуска­
лись со скоростью 5 км/час. При динамических испытаниях на­
грузка состояла 11з одиночного самосвала ЯАЗ-210Е (вес с грузом 
примерно 25 т). Самосвал пропускался со скоростью от 10 до 
60 км/час. 

Анализ полученных осциллограмм показал, что критическая ско­
рость для данного типа нагруз1<и находится n пределах 45-
60 км/час. Установлены формы упругой линии пролетного строения, 
по которым можно судить о формах колебаниi·1. Частоты и декре­
менты свободных колебаний определены по осциллограммам после 
схода нагрузки с пролетного строения. Среднее значение частот 
свобол.ных колебаний кососимметричной формы- ш 1 =2,5 гц и пря· 
мосимметричной формы - w2 = 5 гц. Установлено, что закон убы­
nания амплитуд близок к линейному. Это свидетельствует о домини­
рующеi1 роли сухого трения в шарнирах. Значение эквивалентного 
декремента колебаний, полученного для девяти периодов, состаn· 
ляет 0,223. 

Для выяснения uлияния возможных выбоин в проезжей части на 
работу пролетного строения одиночный самосвал на малой скоростн 
пропускался через искусственнй порог высотой 14 см. В этой же главе 
приводятся результаты испытаний моста через канал Москва-Вол­
га, проведенные ЦНИИСом в 1954 г. На основэнии дополнительно­
го анализа резонансных виброграмм установлено значение часто~ 
сnободных колебаний прямосимметричной формы w2 = 1,8 гц. Часто­
ты свободных колебаний, полученные в результате проведенных 
экспериментов на моделях и в натуре, позволяют оценить степеш, 

точности приближенных формул (8) и (10). В табл. 2 приведенu 
значения первых дnух частот свободных колебаниi'I, полученных по 
фор~1у.1аi\1 (8) и (10) и на основании опытов. 

V. Вын_Ужденные колебания 

При прохождении подвижной нагрузки по мосту пролетные 
строения подвергаются динамическому воздеiiстnню. Такого рода 
uоздеiiствня вызываются наличием вращающихся неуравновешен­

ных частей подвижного состава, колебаниями подрессоренных 
частеi'r вагонов и .JJокомотива, ударами колес подвижного состава в 

стыках рельсов и неровностями пути. 

Одновременный учет всех факторов сильно усложн.яет задачу 
тем более, что степень влияния отдельных факторов на nынужден­
ные колебания количественно и качественно различна. 
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В настоящей главе рассмоtрены вынужденные колебания про· 
летного строения системы Mai'rяpa только от воздеi'tствия движущих 
ся с постоянной скоростью пульсирующей и постоянной сил. В ка· 
11естве расчетной схемы принимается трехшарнирная арка с тремн 
степенями свободы. Учитываются только вертикальные силы 
инерции. Масса пролетного строения сосредотачивается о замке и п 
местах примыкания балок надарочного строения. 

Таблица 2 

1 Значения частот 
Значения частот 

1 прямоснмметр11ч-
1 кососимметричнwх 

1 колебаннii в rц. 
ных колеба1111ii 

в гц. 
ект --------

6..00° 6..Ф :: . --- 6.$' • !:: Р. 
р_ао 

о'-' О'-' 
Q) 

о_, о.._, 
Q) -

-е- Q) -е- Q) с ... -е- Q) -е- Q) с Q) 

е: е: u:: е: е: u::; 
о>. о>. :.: u о>. о>. :.: :s: 
с:!! с " "' :Е с " с :!! т Р. 

Объ 

1. Модель U,O!H 47,.'Ю 49,00 50,00 ЗU.40 41,00 43,50 

'2. Модель O,l.'i4 53,00 .14,00 f;i),!IO 32-00 4R,0J 44,50 

3. Моде.1ь 0,192 44,50 42.00 44,.'iO 36,50 39,!Ю .'Ю,00 

4. Модель 0,291 34,00 31,60 3.'3, О 31 ,80 39,40 38,.'Ю 

3 канал 

Волга 0,146 2.()2 1,91 1,94 1,60 1,fIO 
5. Мост чере 

Мосl\ва 

6. Лвтодорон сныii мост 0,434 1,94 2,07 2,.'Ю - 4,69 .'i,(IO 

Вынужденные колебания для прннятоi'I рас11стноi·1 схемы оr111сы­
паются следующей системоi'I дифференциальных уr:шнсннii: 

3 

у, (t)+.}.: l,i[Mi~;i(t) '-k.~•;(t)] =/1(t) 
1-1 

3 

у, (t) L &,i [М1 };i (t) -~ ky; (t)] ~ f~ (t) 
1-1 

3 

_\'3 (t) + L &,; [М; ·.~·;(t) k.~'i (t)] = /,(t) 

1-1 
(11) 

Испол1,зуя способ приведения к главным 1юордннатам •), после 
аппроксимаttии правых частей ураонениi'I получим урапне11ш1 дuи-

1'сния в следующt'м виде. 

*) Н. Г Бондарь. Динамика арочных пролетных строе1111й масснnных желез­

нодоrюжных ~юстов, Труды ДИИТ, ош1. 25. 1956. 
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f;(t) + 2Е 1 f'~ (t) ш2 1 F 1 (t) = fv 1 Cos 01 Sin -.t 

i-'2 (t) + 2u2 f·, (t) r.1
2
2 (t) f'2 (t) ~ N2 Cos f.lt [ Si11 •1t - k,t -­

· - 2 Sin" (t -- -i) + 2 k~ (t - -:) ] 

f'~ (t) + 2 Е~ /·3 (t) ш23 f'8 (t)-= N3 Cos ~t (Sin ·11 t- 2 Sin ·,, (t-- т)] 1 (12) 

где Fj (i 00= 1,2,3) - главные координаты, E:i (i = 1,2,З) - I<Оэффи­
цненты затухания, которые можно считать пропорциональными ча­

стон• свободных колебаний, w1 (i = 1,2,3) - круговые частоты 

(j б • " h N Q "А 21t V rво юдных 1<0ле ании соответствующсн <1-'ормы, ;= wi- i• v=--
/ 

4тсV " v1= - , 0-частота возмущающеи си.1ы. 
/ 

Решение уравнений ( 12) получено с помощью операционного 
метода. По причине громоздкости полученные решения не приво­
дятся. По той же причине для вычислений была использована 
ЭЦВМ «Ypa,1-l». Для выяснения влияния форм колебаний, часто­
ты которых близки к резонансной, был сделан расчет на ЭЦВМ 
«Урал-1 »для моста через канал Москва-Во,1га. Рассмотрен случаi't 
резонанса по частоте свободных колебаний кососимметричной фор­
мы. Анализ полученных данных говорит о том, что прямосиммст­
рнчная форма 1<0лебаний, частота которой близ1<а к резонансной, 
значительно влияет на перемещения и ею пренебрегать нельзя. 

При помощи предельного перехода получено решение для слу­
чая движения постоянной силы. В этой же главе определяются ди­
намические коэффициенты по прогибам при движении постоянной 
силы для системы с двумя степенями свободы. Задача решена на 
структурной модели МПТ-9 м. 

На основании обработки осциллограмм построены графики наи­
больших значений динамических коэффициентов для диапазона от-

ношения скоростей ~ 1= ~- = 0,1 + 0,9. 
vkp 

Динамические коэффициенты по прогибам, согласно решения. 
не являются монотонно воэрастающе1"1 фун1щиеi't скорости ;щ11женш1 

силы. 

VI. Вынужденные колебания с учетом массы 
подвижной нагрузки 

В настояще1"1 главе рассмотрены задачи о 1<олебаниях трехшар­
нирного свода системы Майяра под действисы движущейся нагруз­
ки с учетом ее массы. 

В случае учета только одной формы колебания расчетная схема 
взята в виде пологого трехшарнирного свода (с надсводным строе-
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нием) с двумя степенями свободы. Масса пролетного строения со­
средотачиваетс:J на своде в местах примыкания ба.юк, и учитывают­
ся только вертикальные силы инерции. Предполагается, что балки 
абсолютно жесткие. 

Движение такоii системы под nоздейспшем одиночного груза 
описывается двумя дифференциальными уравнениями с перемен­
ными коэффициентами. Получить точное аналитическое решение 
этой системы не представляется возможным. Поэтому нагрузка 
разложена на кососимметричную и прямосимметричную, после чего 

использована динамически э1<внва.1ентная схема, соответствующаи 

кососимметричноi1 форме колебаний. 
Так как фундаментальная функция в пределах балки и свода 

имеет разные аналитические выражения, то ураnнения д1нtженин 

составлены по участкам: 

" k,(t) . .... 
у, + k, (t) .v.+ k~(t) у,= 

t ... •а -
ст т 

(О..: t < Т) 

" p(t\ 
У2 + f;(t) У2 [ 

... •s• р (t) ] ..,• t.:т Sin 1 1t --- + -- \'·.,.... --------·----
p (t) 4p(t) -~ 2p(t) ( т ~ t ,;.J [) 

., (t-4Т) 
ш-аст....;...... __ '-

Т 

2 k3 (t) 
(3 т <" t ~ -4 Т) 

где Yi (i= 1, 2, 3)-перемещение сечения свода, где сосредоточена 
масса, соотnетственно при дnиженин груза по б<~лке, своду и по вто­
роi'I балке, Т - nремя прохода груза по балке, 

k, (t) 

k1 (t) = 1 

t• 
1+(1 -• т~ р (t) се- 1 -+-а, Sin2 i 1 t 

(t - 4 [)! тt 

~, = 2Т а, 

J, ,2 
s• ~ 1 -- -·---' 

:2 ... ~ 

Решения урав11ениit ( 13) по.1уче11ы с помощью \1ето,1а переменного 
масштаба времени*). Для оценки точности полученных резу.1ьта­
тоn эта же задача была решена на электронной \1одел11 Л1\\У-I. 

Результаты аналитичес1<0го решения и решения на электронноi1 
модели ;~лн динамических прогнбоn приведены в табл. 3. 

*) Бовдаr" 1-1. Г Решение задач не.11111ей11ых ко.1еба1111ii методом пеrеие111ю­

го масштаб~ вrеменн, Труды ДИИТ, nып. 38, 1962. 
Бо1~дарь Н. Г Колеба1111я 11е.·11111ей11ых снсте:11, содержащих ма:1шi nаrа­

метр, Труды ДИИТ, вып. 38, 1962. 
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Тttб.нща З 

1 

Мt1ксималы1ые положительные Максимальные отрицательцые 

v 1 
прогнбы прогибы 

--
,-

1 

V11p ЛМУ-1 
<НlilЛИТИЧ. 

ЛМУ-t 

1 

аналитич. 

р(;:ШСНИе решен не 

0,196 1, 13 1,06 1 1,21 1, 19 

0,386 1,26 1,34 t,33 1,14 

0,750 1,63 2,05 3,10 3,14 
---- -- ---

1.' О 1,55 1,80 3,59 3,С2 

Далее рассмотрен случай движения пульсирующей нагрузки 
Q Cos8t, связанной с массой /Н". Уравнения движения массы М1 
в этом случае аналогичны уравнениям ( 13), то.'!ько их правые части 
следует умножнть на Cos tH. Решение для этого случая получено 
11а э,1ектронной модели ЛМУ-1. 

Та1< как для пролетного строения моста через канал Москва­
Волга частоты свободных колебаний по первым двум формам очень 
близки друг к другу, то в этой же главе рассмотрена задача о ди­
намических I<Оэффиuиентах при движении груза с учетом двух форм 
колебаний. 

Расчетная схема принята как д.1я случая движения пульсирую­
щеii силы (гл. \!). После линейных преобразований получена систе­
ма дифферешшальных уравнений, описывающих изменение дина­
мических I<оэффиuиентов по прогибам. 

_, 
-+ k, 11, ()i°; Х1 -- ш' ~ Х, Х1 ) ?~] 

• 1 

[ 1 "* k2 ( )] " '---i. - Ь, Х\ + Л Ь2 х,2 flz 

it2 х, 

?2
1(X1)max 

( 14) 
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f!- 1=-F_;_, (i = 1,2) 
(р.)mаж 1 ст 

rде Fi (i = 1,2) - обобщенные 1<оор-

* Мн динаты, а·= 

М1 
Х1 , Х2-соответственно косо- и прямосиммеr-

ричная формы колебаний, ~ 1 = 
Vкр 

v 
V - скорость движе-

ния rруэа, Vкр - 1<ритическая скорость движения силы, соответ­
ствующая кососимметричной форме колебаний. 

Ссистема дифференциальных уравнений; ( 14) не интегрируется 
в замкнутой форме. Поэтому для ее решения были использо­
ваны электронные модели МПТ-9 и ЛМУ-1. При решении на элек­
~ронных модели:" целесообразно ввести замену переменных*) :t-J-1=1Ja 
Т/1= 1J2, fl-2 = "'IJз• "'IJэ == 71 4• Тогда вместо системы уравнений ( 14) полу­
чим систему дифференциальных уравнений первого порядка. 

Полагая ·q 1 = N 1 У1, т1 1 = N2 Y~, 71 8 = N:1Y.," 7j 4 = N4 Y4, Е = N 0 <t, 

перейдем к машинным уравнениям. 

N 1 N 0 r.• ] . . . ( l 1' N, No -- ) 
---.У +з."'·1''· ---it'kl.ьx• 

N2 ' t t ~ N2 t 2 • 

(fl, х~1 

*) В. Л. Ла:~аряп. Пр1tме11е1111е матсматrtчесю1х маш1111 11r11реры111юго деiiств1t.1 

к реше111tю :Jадач динамики подвижиого состава жс.1еэ11ых дорог, Тра11сже.1дор11э­

дат, 1962. 
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- ( N, No r.2 ш• ) .V. + 11* "* J [- ( Na No 11:• kt щ2 Ь,){2, ) Х' у _J __ 

~ N~ ·' ' ' t N. /, ' ' 

( 15) 

где N1 (i=l,2,3,4} - масштабные коэффициенты, У'1 (i =1,2,3,4)-­
машинные переменные (электрические напряжения), N0 - масштаб 

ci* м 
nремени, 't машинное время, а1 *= - , 1* -- , М- масса пролет-

1* М1 
ного строения, М 1 - приведенная масса. Чертой, расположенноit 
сверху, обозначены максимальные значения соответствующих ве­
личин. 

В системе машинных уравнениii ( 15) имеется 16 переменных, 
1\Оэффициентов. В том случае, когда уравнения (15) рассматриnа· 
лись как несвязанные, дополнительно использовались два других 

переменных коэффициента. 
На основании машинных уравнений (15) составлена блок-схема 

rсшения. 

Решения задачи фотографировались с экрана электонно·лучево­
го индикатора И-5м, а также записывались на ленте шлейфного ос· 
циллографа типа 9SO-l, на входы которых подавались машинные 
переменные У 1 , Уз, У* 1 и У*з. Для получения значений У* 1 и У*з, ко­
торые моделируют динамические коэффициенты rю прогибам у 1 и 
уз, использовалась дополнительная блок-схема. Всего было сфото­
графировано около 90 решений и записано на ленту, примерно, 200 
решениi"I при разных сочетаниях параметров 111* и ~ •. 

В результате обработки осциллограмм построены графики наи· 
uолы11их значений динамических коэффициентов по прогибам У•· у2. 
Уз при различных а 1 * и ~ 1 • 

Заключение 

1. А~алитические выражения для рационалыюi'I оси, полученные 
n гл. 11, могут быть рекомендованы для праl\тического пользования 
при проектировании пролетных строений системы Майяра. В слу· 
чае, если проJ1ет не более 50 м и высота сечения свода (арки) в 
месте примыкания балки изменяется незначительно, рекомендуютсй 
формулы (4). При пролетах более 50 м, когда это изменение значи­
тельно, следует пользоваться формулами (6). 
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2. Так r<ак полученные законы (7) изменения моментов инерции 
поперечных сечений вполне удовлетворительно отражают действи­
тельный закон изменения, то они могут быть использованы при 
статических и динамических расчетах трехшарнирных сводов (арок) 
системы Майяра. 

3. Относительно сложные законы распределения массы и мо­
ментов инерции поперечных сечений усложняют задачи по опреде­
лению частоты свободных колебаний для расчетной схемы с беско­
нечно большим числом степеней свободы. Это обстоятельство за­
ставJJяет применять приближенные способы решений. 

В качестве расчетных схем рекомендуются динамически эквива­
лентные схемы с дискретным расположением масс. Приведенная 
масса в этих случаях определяется по способу узловых масс. При 
необходимости получения ориентировочного значения первых двух 
частот свободных колебаний для про.1етных строений с характе­
ристикой пологости cz-<: О, 15 предлагается формула (8). 

Для получения более точных значений первых двух частот сле­
дует вычисления производить по выражению ( 10). 

В случае, если требуется определить частоты свободных r<оле­
баний для пролетных строений с характеристшюi'r пологости> 0,15 
(для системы Май яра это встречается редко), необходимо перехu­
дить к расчетным схемам с большим числом степеней свободы и ис­
пользовать метод последовательных приближений. 

4. Результаты решения задачи о движении пульсирующеi'r силы, 
полученные в гл. 5, указывают на то, что в случае близости часто~ 
свободных колебаний необходимо учитывать две формы колебаний. 
1-Iеучет второй формы влечет за собой искажение r<ачественной сто­
роны процесса. 

5. При движенин по пролетному строению силы динамичссrше 
коэффициенты по прогибам не являются монотонно возрастающей 
функцией скорости движения силы. 

6. Математические трудности, встречающиеся при решении за· 
дачи о движении груза, могут быть преодолены, если применить 
ЭЦВМ или электронные модели. 

Учет массы движущейся нагрузки позвоJJяет получrпь более точ­
ные значения динамичес1шх коэффициентов. 

Kar< и при движении силы, динамический коэффиuент не являет­
ся монотонно возрастающей функцией скорости груза. Это также 
справедливо по отношению к параметру cz1* (отношение масс груз<i 
и пролетного строения). 

7 Осциллограммы динамических коэффициентов при малых 
скоростях дпижения груза имеют волнистыi'r характер. Такой харак­
тер осциллограмм является результатом наложения спободных ко­
лебаний, поскольку в этом случае время движения груза по пролет­
ному строению значительно больше периода свободных колебаний. 
При увеличении скоростей осциллограммы все более сглаживаются 

18 

   
НТ
Б 

ДН
УЖ
Т



и при больших скоростях представляют coбoi'I плавные кривые с 
резко выраженными экстре:-.1умами. В диапазоне реальных скоро­
стей динамический коэффициент по прогибам мало изменяется в за­
ви~имости от параметра ct 1*. 

·днализ полученных результатов говорит о том, что влияние свя­
занности колебаний, т. е. учет двух форм колебаний, может быт1, 
различным. ДJiя боJiьшинства значений параметров учет связан­
ности увеличивает максимальные значения динамических коэффи­
циентов. Однако возможны и такие сочетания параметров, когда 
учет связанности уменьшает максимальные значения динамических 
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