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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

АКТУАЛЬНОСТЬ Т~Ы. В условиях современного научно-техническо­

го прогресса предъявляются все более высокие требования к испо11ь­

зуемым в народном хоэяястве сооруженияv и конструкциям, содержа­

щим оболочки. Развитие, в последнее время, mирокоя сети трубопро­

водо~ и появ11ение первых nневмотрансnортных сетеР, привело к соз­

данию разнообразных соста~н~Jх оболо'!ечннх конструкциР., состеящих 

из 1ольmого числа злеl-!енто~. Потребности техники nривели к рассмот­

рению оболочек как nо.11.крепляю111их конструкция. Проектирование и соз 

дание надежных и достаточно зк~номичных конструкция значительно 

облегчается их nредDарительныv расчетом на основе соответствующих 

~етематичсских моделеА. Это сnособстЕовало раэ~итию теории оболо­

чек и методов решения воэ:1ика~оmих ъ неР. задач. Значительныя вк11ад 

в развитие теории обо11очек внесли руеские и советские ученые: 

Б.3.Власов, А.С.Вольмир. К.3.Га~имо», А.Л.Гоrьдеивеязер, А.И.Jурье, 

Х.М.Муmтари. В.В.Новожилов, Ю.Н.Ра6отнов, С.П.Тимоmенко и другие. 

Все разработанные ,к насток111ему времени методы расчета обоаочвк 

можно разбить на три группы: точные, nрибаихенные, аналитические 

и чис1енные. HapЯJJ.y с бурным развитием чис1енных ~етодов, nо1учи:в-

11их, :в псследнее время, широкое применение в связи сра:tвитием 

ЗIJI, пррдо1жа11т раз:виваться аналитическ~е методы. Существенныя 

:вклад ~ разработку анапитических методов применительно к задачам 

теории оболочек и их исс1едования, основанных на использовании 

аппарата теории функция комплексного переменного и обобщенных функ­

ция, асимптотичес1tИх мето~ов, метода сингулярных интегральных 

/'Равнений, метода потенци!inа, метода интегральных преоб.разования, 

метода Фурье, ортогональных многочленов, метода коллокации внесжи: 

Л.В. Андреев, И.А.Биргер, Ю.Б.Верюжския, А.В.Вестяк, Е.Д.Хвилон, 

С.П.Гаве1я, Э.И.Григолюк, В.~.ТолкачеБ, Я.М.Григоренко, А.Т.Васи­

ленхо, С.В.3акора, В.Н. Чехов, М.С.Корниmин, !О.А.Мельников, В.И.Мо1~ 

саковскиА, В. С.Гуnрамович, Е. М. Макеев, И. Ф. Образuов, Г .Г .Онанов, 

П.М.Огиба11ов, М.А.Колтунов, В.А.Осадчук, В.В.Панасюк, М.П.Саврук. 

А.П.Дацышин, R.С.Подстригач,·В.А.Ломакин, Ю.М.Коляно, В.Б.Лидский 

П.Е.Товстик, С.А.Шестериков и целыя ряд других исс1едоиате1ея. 

Хотя приближенные ана1итические и точные методы и уступают 

численным в универса1ьности, существует дово1ьно широкиА класс 
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практически важных задач, пр~ решении которых использование прибли­

женных аналитических и точных методnв в настоящее время преr.почти­

тель нее. Это объясняется тем, что F этих методах проще учесть мно­

гие особенности рассматриFаР.мых задач. Так в задачах для тел, состо­

ящих из большого числа сопряженных эле~ентов, часто удается учесть 

рекуреtrrную структуру решения и, тем самы~. сущест:венно упростить 

исследо11ание. В задачах для тел, имеющих углnвые точки, служащие 

концентраторами напряжения, точные ~етоды дают возможность опреде­

лить по11едение решения :в окрестности таких точек,используя которое 

можно строить эффекти~ные приближенные решения. 

ЦЕЛJ>!Ь РАБоты-являв:тся построение точных и приближенных анали­

тических методо:в решения следующих не~остаточно изученных вопросо11 

теории оболочек: иссиедование напрменно-деформиро:ванного состояния 

соста11ных соосных цилиндрических и конических оболочек; оболочек 

состыко11ан!!ЫХ под углом; конических оболочек, подкрепляющих упругий 

конус; свободных колебаний цилиндрических и конических оболочек. 

МЕ'ГОJ:.ИКА ИССЛЕ!ОВАНИR. При решении указанных задач использует­

ся математическиЯ аппарат решения матричных дифференциальных ура:в­

нениА, метод интегральных преобразований, математический ~ппарат 

решения крае:вых задач теории аналитических функция, метод ортого­

на11ьных "шоrочлеtfов, мето.11. коллокаций в сочетании с методом SIJ~­

разаоиений, математический аппарат теории сферических функций. 

НАУЧНАЯ НОВИЗНА Р АВОТЫ заключается в следуJ;Jщем. 

- По11учены точные решения задач о напряженном состоянии соста~ 

ных соосных циnиндрических и конических оболочек. Построен э!fiфек­

тивный алгоритм д1я их численноА реализации, nosвonRomия избежать 

решения больmих систем а1rебраических уравнений, обычно возникаю­

""х при решении таких задач. 

- Получено эффе~ивнсе приближенное решение задачи о напря•енн~м 

оостоянии двух ци1индрических оболочек состыкованных под углом при 

прои1во1•ных граничных ус1овиях. 

- Поаtчены эфf)ек~••ные прибаИ11енкwе рещения задач о свободных 

ко1ебаииях ци1иНАричеоких и конических оболочек. 

- По17чены точные ре•ения задач о напряиемном состоянии беско­

нечнwх хонических O(IQnoчкax, подкрепляю~их уnруrия конус • .Быяв1ено 
поведение контамrных н11111ря.ениЯ в окрестности :вершины и на беско­

нечности. 

ПРАКТИЧЕСКАR ЦЕННОСТЬ. Разработанные методики и вн•1ислитеn~.нuе 
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программы чогут быть исполь~0Б~н1ы в •инструкторсr,их бюро и nроект­

ных институтах при расчете чапря)l(енно-1! еdJQfн"ироБан ног о со стояния 

конструкций, предстаБляющих состаЕные оболочки и абоnочки, контак­

тир~·~ощие с упругим наполнv.телем. Т'азра1отанная :1етодика прочностно­

го расчета корr~усов аксиа:'!ьно-поршнеБых гидрсме.шин, пре,!:.стевnя~ощих 

из себя состыко:!!flнные по.!! углом циnиндри•1ес1<ие оболочки, передана 

в соатБетстБуюмее КБ. 

ROC'J'OBEPHOCTЬ РЕЗУЛЬТАТОВ. 1о~ученные ~ реботе резуllьтаты яв-

ляются итого:1. применения обасно11а~ных матеt-~атических tJетодов ое-

mению поставленных задач, в также по.r.тверждаются сравнением частных 

случаев полученных решений с результатами других авторов. 

ЛПРОFАЦИR РАБОТЫ. ОсноБные положения .r.иссертационной работы 

док~н1rывались и обсуждались на отчеч:ных научных конференциях про­

Фессорск:'-препода:ватР.льского состева ОдеСС'(ОГО государственного 

униl'ерситета, на сеr.1.инарах по мRтематичсской Физике Одесского гос­

униБерситета (рук. проф. ПопоБ Г. ii), HFl пробленноА семинаре по ме­
хан11ке КиеJ1Ского госуни:Берситета (рук. член-кор. АН УССР А.<Р. У11ит­
ко), не Втором Респубnиканск1Jм сиtJ.позиу~~е по д.иФференциальным и ин­

тегральным уравнения!'. (г.Одесса, 197?), на Второй Есесоюзной конфе­
ренции по с~1еmанны1~ задачам механики деторtJ.ируеr.<ого тела (~;-,Днепро­
петровск, 1981), на Всесоюзной конференции по механике неоднород­
ных структур (г.J!ьБов, 1984). 

ПУБЛИКА~.1ИИ. r.o материала~.! диссертаци11 опубликовано 6 печатных 
работ. 

ОБ'!:ЕМ РАБОТЫ. Работа состоит из БВедения, четырех глав, заклu 

чеР.ия, приложения, списка испоnьзуе~.!ой литературы из 110 наименова­
ний. ОбшиР. объем работы состаБЛяет 201 с., включая 40 рисунков и 
З таблицы. Основно~ текстзанимает 159 с. машинописи. 

СОIЕР)'(ЛНИЕ РАБОТU. 

Во ~~едении дано обоснование актуальности темы, приведены 

краткий обзор работ, посБященных исследованию задач теории оболо­

чек, близких к задача!'., рассматриваемым в диссертации, опре.11.е1ена 

цель работы, описано ее СОАержание. 

В перБоR гиаве рассматриБаJJТСЯ задачи о напряженно-де~ормиро­

ванном состоянии составных замкнутых ци11индрических обnиочек. 

i § I все ве1ичины, входящие в по1ную систему уравнений, опи­

сывающих напряженно-деформированное состояние разыскив61;1тся Б 1!И.11.е 
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тригонометрических рядов по полярному углу. Это приводит к обыкно­

венным дифференциальным уравнениям относительно коэффициентов этих 

рядов, которые эаписыва11тся в матричном виде, что яв1яется принци­

пиальным моментом для настоящего исследования. 

Для задач о напряженном состоянии составных соосных ци1индри­

ческих обоnочек конечной д.11ины ((Н:. ~ ~ ~ ), в предположении, что в 
сечениях с координатами S':I:. ~IC. l\(": ( 1h-~) скачкообразно изменя11тся 
упругие параметры материаnа оболочки или ее толщина, матричные диф­

ференциальные уравнения име11т вид: 

dl(l.o() (")ll.l..)7(.1.() O(I.() C:.<.S~S \.С:О ~" - + ( '&.. :. t . 1( \(".. ) ~,(!) 
с1 18 , ~о:: а. '1 s"":: е 

(~) 
где 1. (.S) - вектор-функция восьмого порядка, компонентами которой 
ЯJIЯllTCЯ перемещения ( \..ttl() - В напраВЛеНИИ ИЗllеНеНИЯ S , \J"(w)_ В 
окружном напrав11ении, 'vl.lt"<\ - прогиб); угол поворота нормаu ci~~. 
уси.11ия ( N~I( - продоаьное,Т~lо() - обобщенное с~вига11щее; Qil() -
обоб11111нное поперечное); изгиба11111ий момент ( t-\~ ), 11хо.дящие обычно 
в граничные усповия при S: ro""t , ~~1() - вектор нагрузки, '?{\С) -

матрица-константа. 

Кроме уравнения (I), дои•ны удовлетворяться условия эакреn11е-
ния на торцах обо11очки ("'Н.) 

Дlt0\o..) -4- ~l lt)-::. i (2) 

и усжовиЯ" сопро:ения в сечениях -:. .... ~11< ~ 1.(-: \ 1 ""-') 

ztw:\Ъ1o4.) -:.Дt"')2.(1.(-о\)(~\С.) + с_\1.о(} (З) 
В § 2 из11еrаетоя способ решения задач (I)-(З), в идеР.ном отно­

шении б11изкия к способу, пред10111енному Г .R.Поnовым примените11ьно к 

аадач~ис теории упругости. Как известно, путь решения подобного рода 

задач закn11чается в построении общих рео~ения обwкновенных дифферен­

циажьных уравнения (I) д111 кair.noгo К • Содержащиеся в общих ре­
шениях произвоnьные постоянные, количество которых пропорционально 

~ находятся из граничных уо1овия и ус1овия сопряжения, что приво­

дит, обычно, к системе а11rебраических уравнения, поряАоК которой 

пропорционаJ1ен " • ИэnеrаемыА в данном параграфе способ, приводящий 

к аnгебрвиечкоА системе, порядок котроЯ не выше поря.в.ка системы 

дифференциаnьных уравнения (!), закn11чается в следу11щем. Строится 
матрицант для системы уравнения (I), т.е. матрица, служаmая реше-
нием следу11щего уравнения 
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и удовпетворя11щая условию 2("<)(.S"<) -: Е , при помОD\И ко-
торого записывается общее решение системы CI) 

(W:) -(llC) ('<.) ~-(1.<) [_(1<)1-ip("<) 1 
~<.s,:.l (.S)~ (.SI()+ ~:i!<.S) ll\'l,) 1- ('°l)G~ 

S1.<. 
Используя это выражение удалось получить рекурентну11 связь между 

векторами Z!(loCJ(.Sl(.H) И r ('<}(St<) , ИСПОЛЬЗО!'6НИе КОТОрОй И УСllО­
ВИЯ сопряжения (З) приводит к выражению вектора z (1.<)(S) через век-
тог 'l <0 ) ( So) • Дальнейшее удовлетворение граничного ус11овия 

(2), приводит к алгебраической системе относительно компонент векто­
ра ~(.О) ( S0 ) , т. е. к системе, порядок которой не превюnае:r по­
рядка системы дифференциальных уравнений (I). 

В § З данной главы строится ма'11'ицант д11я уравнения (!) в ви­
де матричной функции восьмого порядка 

- <\() r t"<) 1 2 (.S): e.)tfl-~ (~-~'<'jj (5) 

Для с11учая осевоР. симметрии поря.nок уравнения (I) равен четыr.ем 
(компонентами 2(~)s) с11ужатj прогиб w<'<); уго11 по1I0рота lf~'<): 
обоб111енная !lоперечная си"а Q\"<) и изгибающий 11омект Н~). Это поs­
во11яет представить матрицект в форме, пред11оженноя Попо:вым Г.R., 

вг содержащей матричных функций 

- tl() \1\-\ ~ д*( ~) t-.-~ц.)';1 
z ( S) ~Ко ~~!.l Q"' l") ~,:.<s3 ..,. 

Здесь Д ( 's) - матрица, транспониро:ванная к иатрице аягебраичес­
ких допо11нениА дnя эпементов характеристической матрицы p~w:) : 
Q"'~~)- характеристический мноrочиен матрицы ptl.(). 

В общем сиучее использование этой формуаы эатруднитеnьно в си­

лу невозможности отыскания корней многочленов восьмой степени. 

Построение матрицанта, поэво11яет по1учить точное решение э11Да­

чи о напряженном состоянии составной ци11индрическо11 обоnочки, кото­

рое сравнитеnьно просто реаnиэуется на ЭВМ. В качестве чис1енного 

примера быnа выбрана осесимметричная циnиндрическая обоnочка состо­

яшая из двух частей. При вычисnениях варьироваnось соотношение уп­

ругих nараметров и вид граничных условия. При этом 011едует отме­

тить универсаnьность алгоритма, по отношени11 к виду граничных ус-
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rовий, условий сопряжения и вида поверхностной нагруэки. 

В § 4 первой главы рассмотрена задача о напряженном состоянии 
двух цилиндрических оболочек состыкованных под углом при отсутст­

вии симметрии граничных условий относительно плоскости стыковки, а 

именно: один край оболочки загружен, а другой защемлен. Особенность 

таких задач заключается в том, что сопряжение производится по пини­

ям, не совпадающим с координатными. Эту сложность удается преодо­

rеть при помощи метода коnnокации. Реruение расс~атриваемой задачи 

строится при помощи матрицанта (4), что позволяет точно удовлетво­
рить граничным условия, заданным на координатных пиниях. На пинии 

сты1tо11ки обоnочек, которая не совnа.nает с координатными пиниями, 

усnовия сопряжения удо11nет11оряются методом коллокации. При использо­

вании традиционной схемы этого метода, получающаяся система аnгеб 

раических уравнения. хек прави10, пrохо обусловлена. В с11язи с 

этим, дnя удо11nетворения ус1овиям сопряжения применялся следуuщий 

подход. Количество точек коnnокации выбир~nось так, чтобы чисnо 

уравнений превосходило число неиз11естных. Полученная таким образом 

переопределенная система а11Гебраических уравнений решалась методом 

наименьших к11адратов с использованием метода l)"f"j) -р11з1ожений. :В 

качестве численных примеров рассматривались раз1ичные способы за­

rружения края состы1tован11ой 061:!1очки. Эпюры распредеnения изгибаю­

•ИХ моменто11, де~ствующих в обпасти стыковки, приведены на рис. I 
- ДIЯ yrna между ОСЯМИ 0601очек !ОО И ДЛЯ угаа 20О Н8 рис.2. 

~~ ~~ 

~-:.О 

Рис. I Рис. 2 
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Расчеты произ:водилисъ длн оболочi<и, сос.:тоf!щей из д:вух оболочек оди­

нако:вой длины е , радиуса R , толщины h , загруженной ра:Flнамерно 
rаспределенно поперечной крм:вой СИJ!Ой, равной I, пuи ~/~ :. i. ·1 ( 'L • ,2! ~) -= А.00 • Выявлено, что пр11 увеличении угла между осями 
оболочки, точка максимума изгибающего момента сдвигается к точке 

.q-:. )\ 

:9о :втора глаDе рассмотрены задачи о напряженно-д~формиро:ван­

ном состоfiнии соосных составных конических оболочек. 

Для задач, рассМатри::ваемых :в данной глвве, используется мето.11.. 

изложенный в § 2 гл. I, пJскольку они сводятся к (I)-(З). Но в 
этом случае, матрица р(~} не является ~остоянной, А имеет пrед­
ставление 

(6) 

и поэтому не представляется возможным строить матрицант в виде (5). 
~днако, представление (~) nоз:воляет рассматривать (I) как матрич­
ное дифференциальное ура:внение с особой точкоА ~-:о • В моногра­
фии Ф.Р.Гантмахера (Теория матриц. - М.:Наука, I966. - 576 с.) 
предложен метод построения Фундаментальной матрицы для уравнения 
(I) с коэффициентом вида (6). Испоnьэуя этот аппарат в § 2 и § З 
данноА главы, построен матрицант для задачи кручения и осесиv.мет­

ричного изгиба конической оболочки соответственно. Построение мат­

рицанта позволяет получить точное решение з~ачи (I)-(З) для задач 
кручения и изгиба составных конических оболочек. Для численной реа­

лизации была выбрана задача о кручении конической оболочки, состо­

ящей из двух чаотея. При вычислениях варьировались соотношения уп­

ругих параметров материалов и их способ сопряжения. Рассматривавось 

~ручение двух оболочек, одина~со:воя длины, которые стыкуются при по­

мощи упругого вкJ111чения малой толщины, что поз~опяет принять 1инеР­

ный закон распределения перемещений по толщике и опре.11.еJ1ить коэф­

фициент податливости вкJ111чения К и, тем самым, записать 0.11.но иа 

усRовия сопряжения в таком виде 1:-l~v.:. "lV"" -v"') 
На рис. 3 приведены гра ики изменения сдвигающего усиJ1ия i 5 , :в 
точке закреnления, и перемещения \f правоР. оболочltИ :в точке сты­

ковки, в зависимости от 'i<,-: ~ /~11. \. ~ -v..,) .Здесь G.11- "~,.. 
модуль сдвига и коэ ициент Пуассона 11.атериаJ1а J1e:ВOll/ оболочки. 

Третья глава посвяшекв исследованию свободных колебания ци­

линдрических и конических оболочек. Способ отыскания частот с:во­

бодн~х колебаний оболочек, основан на методе ортогонаJ1ьных много-
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f ' 1 • • 10 11 11 ,, 

1( t 

членов, дJJЯ рассме.триве.е мых за.дач применяеныА, видимо, :епер:вые. 

В § I попные системы дифференциальных уравнениР., описывающие 
свободные коJJебе.ния цилиндрических и конических оболочек, путем 

хонечного преобр~зования Фурье по окружноя координате, сводятся х 

системе обыкновенных дифференциальных уравнения, записе.нноА :в :виде 
о~ 
d" + Р2! ;.О (7) 

где Z!' ( "J) - 11ектор-функция, компонентами которой с1уже.т переме111е­

ния, уго11 поворота, уси11ия и изгибающий момент; Р -матрица, за­
висящая от пе.ре.метра u.) - частоты свободных ко1ебаний обо11очки. 

В § 2 :внача•е ре.ссматри:ва~rrся зВJJ.ачи о свободНЬIХ ко•ебаниях 
uи•икдрическоА и коническоА обо•очек, когда один их кре.R жестко ае.­

хрепJJек, а другоА свободен. Для случая осевоА симметрии :вектор­

функция 111eC'l'oro порядка iUs) рассматри:ваетоя :в виде: 

il(s>=~ ~\ i{-j ~ ~· ... ~u,UJ;~,) ;~--~w,)a,, \\1. 1), (8) 

rAe ~ , 'v./ - переме111енн :в напра:ваении s и прогиб; 11 - rго• по­
ворота корме.ли; JJ-. , Q 1 - продо11ьное и обобщенное поперечное уои­
~ия~ М, - •иагиба11111иА момент. 

Задача о сJ11бОАКЫХ КОJJебаниях циJJикдрическоА обо•очки решает­

е• 01ед~11м образом. С учетом предста:в1ения (8). уре.:внеНJ1е (7) 
1аn•сы:ваетоя :в JlllA• CИC'l'eJOI матричных уравнения 

J~+ :Н + ~- -
rs+P 3! -+Р ~=О 

(9) 
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J.i- -+ + -- -
d'S+? '2: -+ ~ l =-Q 

(9) 

которая дополняется граничными уело :виями 

2+(о) :.о · ,2-( -€.)=-о (IO) 
) 

( t - длина оболочки). 
Дnя реmения задачи (9)-(IO) вводятся новне векторы 

"2+(<;.)~~;+ ~ ~-('i.)=~~- (II) 

через которые искомые ункции ~ + и 't- выражаются так 
s t 

1!\•н: ) '2+(-x.)J')t + ~t ·, i!(s)-=. ) ('t\.,,_)J.'"lt.-\- ~1 02) 
о s 

Поnаrая произ~ольчые константы (\ и С~ равными нулю, автоматически 

удо:в11етворяем граничкыР. условия (IO), и система (9) приводится к 
системе интегральных уравнений Вольтерра 

ll °" рн :J)~+-+ pt- J ""'?.--=О 
\1+ p--'J*)ri--+ р-+') 'l.+ =о 

в которой J и ";}* - интегральные операторы 

~~·t'X)d')t~ ,'1.; \'-'f(t-x.)!-x:.-=. ,-~­
! - т~цественный оператор.~ 

(IJ) 

Решение системы (IJ) разыскивается в виде рядов по многочленам 
Rко би ..,. 00 + ~ _ 0о _ _ 

tt~~"l·P·<.S) '1 -::.2:~. ~ <..~) • 
j:.o ~ ) ~-::.о ~ ~ J 

(14) 
n.+ n~•o( ~\ f'a- rio,tr~-:.-e.) 
r ~ l !.) 'S.. r ~ \ t. J J \"' ~ l ~) '= t' ~ \ е. . 

!а1ьнеяшее испоJ1ьзо:вание спектральных соотношения д11я многочленов 

Rкоби и приема ортогонализации, приводит к бесконечной системе од­

нородных а11I'ебраичес1.мх уравнения. HaxoJl,lleниe частот своб~дных коле­

бания ос)'Пlествnяетоя методом редукции, путем приравнивания нулю оп­

,едеиите1я поаученноR системы. Аналогичный сп~соб применяется при 

решении задачи о коnебаниях осесимметричноЯ конической оболочки, 

ОАИН край которой зцемnен, а другой свобо.11.ен. В этом же поре.графе 

изаоженныR способ обобщается на скучай произво~ьных граничных ус110-

1ИА и неосесимметричных коаебаниR с разяичным числом волн по парал-

11е11и. 

В § 3 ги. III прово.~tится обосно~ение решения бесконечных сис­
тем алгебраических уравнения методом редукции на примере ко~ебений 
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ци линдрическоР оболо~ки. С это целью получена оценка для коэффици­

еН'!'ОВ 0.1(~ 6ескnнеч11ой СИСТеМ<i алгебраИЧССКИХ ура:енений 

~~l \Q1t~\'2.LOO 
которан поз1!оляет заключить, что кажr-ое из характеристичес~их зна­

чений бесконечноР системы алгебраических урарнений является преде­

лом харак'!'еrистиче~ких знftчений конечных алгебраических систем, по­

лучае11.ых при реализации метода редукции. 

При численной рев ли заuии уr.тан:н~лено, что для по лучения трех 

верннх знаков частоты ~олебани~. достаточно огрцничиться пятью чле­

ка~м разложения (I4). 
В г11аве IY р8ссv.атриваются задачи о напряженно-деформиров~нном 

состоянии кони•1ескоА 06011очки, не.ходяmейся под действием осесимме'I'­

ричной нагрузки и подкреп11я11111ей пругий конус. Особенностью реuения 

этих задач является то;что после преобразования Ме111ина они сво­

дятся к краевой задаче арлемана для поюсы 

ф\vo+h)~ ~ N,)фl~o):. C:-l~o) ·, ~о ~.D.. (IS) 

Здесь \.!.(~)и (Qt'f) - известны~ Фу11к1щи, Д - прямая, пара111е11ьная мни­
мой оси, а ф~)- неиз1!ест11аfl функция, анолитическая в полосе 
e<.Q.a.~~ ~+У\ , t!. = Re. ~о • Известны два метова решения 
задачи (15) для по11осы: метод сведения к зад~че Римана и метод ко­
нических решений. Первый метод был предложен Ю.И.Черским и основан 

на сведении зцачи к задаче Риме.на на разомкнутом контJРе. Согласно 

:второму ме'l'оду, решение зцачи (IS) ишется в :виде 

(Iб) Фli) :: d>i. l~) "/.. (~) 
где "/..L~) и Фi. l'll) решения двух ка!'lонических задач: з!l,!J,ачи а1tтори­

-! 
~l~11)-=:.')((~o)•')( (~о~\'\) заuии 

(I7) 

и зцачи о скачке 

Ф~ l~o ~n) + <t\.l~ 11) ~~i. l~o) ~ ~ t l~) ~ ~l"I)) ":J.l~ \.\"\) 
Решение этих задач было по11учено Р.11..Банцури в :ви.пе. 

'>Cl~)-:. Q)I.~ lzt\.1 ~ ~(~) ~\ tt\·V)J\ 1 
сЬ~ l'i) ~ ~" ).n. ~ ~ ( ~)/ ~"' \l~·i) J ~ 

(I8) 

включая бес-:в с11уч.ае ~l'i) и ~~"t) удовлетворяющих усло:ви11 Гельдера, 

конечно у,r.аленную точку, на прямой R~~-=- С, \iC(\)) i О и 
\{lt-\.oo) ~ ~lc+ ~оо) ) ~~~~~ l~) =-О. 
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В данной гпаве nолуч~ны точные решения задач о контакте ~оничс­

скоR обо11очки и упругого конусе., г~утем сведения к задечс врлемо.на. 

Первый парагра явл ется :~;сnо11,огатсльн11м, в котром прироr..ится форма 

решенин задач теоrии упругости F сферической с11сте~:е координат, кото 

рая используется дп~ описания напряженного состояния конуса. Переме­

щени'I и непряжения разыски:ваютсR в виде, предложен ;;ом Гутмано м С. Г. 

1eiu ~ ~~ - 2(~-'" ~)'t..~t"J 1C.w=-~ "~ ) Ф = 't. ~ -т (~-цб'I()~ 
, 7J1.b t -ъ~ -ьl>t~~) 

~е =-ii1- 'ЬQ1 + &t, -ь't. - б'\( ~ - :tl A.-q'°i< )~ t: (I9) 

l:~'-""~Q[~ril~)-l~-~к)~~ 1 
где U , V - перемещения :в наnра'!!лении '1. и G соответст:еенно; 
(S'°к , Gi - козффи циент Пуассона и 1-1одупь сдвига материала конуса; 

l=t'1 1Q) - решение бигар~:онического уравнения в сферической системе 
координат. 

В § 2 решается задача кручения упругого бесконечного конуса, 
подкреп11енного конической оболочкой. Требуется найти функци11'\1t'\1Q) 
(пе~емещение в окружном направлении) - ограниченную в сбnасти 

0'1t~ 00 j О"- е <:. .! - '{J\OBJleTBOpЯIOЩYIO В ЗТО11 Оr:5Лt1СТИ уравнению 

д"IJ- ~-о 
'(L,\\~ч~ - (21)) 

и граничному условию ~ 

4 ~Т,) "т.,," 'L[~ '\.{ tw)l-l ~ ~ te~) 2.,, 11 е \~о . 'Q • J. <2 r J 

1;_:~'-;,_\t) ) 1:e1t=(t-~~-8:i~\f') 
Здесь: т\. - сдвиrаю~ее УСИJIИе в коническоА оболочке; ~'() - поверх­
ностная нагрузка, деАству11щая на ее внешнюю поверхность; -t.- то11-
111ина оболочки; "'6 1 ~ - упругие постоянные. 

Кро11.е этого, должно удовлетворяться ус11овие равновесия 

:Jr~Vttct 1~~'1.lЧ.~l+ ~)~81.+ к~ 1"-\\~?.:rЧ.~'t.l\'\:ciQ-~)Jt (22) 
( ~ - момент, сосредоточенный :в вершине). 
С ПОМОЩЬЮ интеграlЬНОГО nреобраЗОВВНИЯ Меnлииа 38,11.ача (2n)-(22) 
сводится к крае:воА задаче Квр11t:мана .n11я поJ1осы (15). с ФункциеА 
~l'i), имеющеА :вид 
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\(('1)-=: [- Х\~+2Н ~L(.':t.)~ ~12i~at ~~t-x.)1/ P;l'X.) (2J) 

Здесь ). - константа, за:висящая от материала о6олочки и. конуса; 
°" - толщин~ обоJ1очки; .,t - уго11 конусности; ~"::.СО\,С; Р.,.1.(х.)- функ­
ции Лежандра. Поскольку функция .\(<'11) не о6ладает с:вояст:вои 
~tc:-~oa)-: ~ lt.+~oa) , применАется прием "частичной" фактdри-
зации, т.е. ~l~) представляется в виде 

i<t"'ll) ~ ~t..l"ll) "Xti+i.)/'X (.~) (24) 

К такому предста:ваениl) приводит :введение но:&1х функция 

i<\ li)•-k!l~) L\i+2.)}. ~ ту2'\1-t; *ti)-=- ФN)[rt-.J'-2) ~t~~/2vYt 
""' l~)-.:. ~ \.i) [ \~~+~)).. ~1rt ~ Тi/z l~н.)1-l 

Пос1е чего. де10 сводится к З8J1.аче Карпемана 

~t.l-Vo)~l~o) + 14'l~oH.)=-~tl~o) , ~(l.~o ~с (25) 

:11 которая l( L ~~) удо:вnетворяет требуемому с:войству. Вспедст:вии 
этого, задача (25) допускает точное решение, при помощи которого 
записы:11ается вырuение контактного напряжения 

"te.q~"t, .L) e-2~i. ~rl..,+'Z.) ~q,+li) t~}i ч:~·
2 J~ , 

"'1~l.J)- преде11ьное значение ~(."") спра:ва от прямой Л . 
В§ J r11.IY расс~атривается задача о напряженном состоянии осе­

симметричной конической оболочки, подкреп11яDщей упругиР. конус. На 

:11не11Н1)1) по:верхность обоиочки действует касатеиьная нагрузка l\,"-
:в напра:в11енми образуDщеЯ и сосредоточенная си1а i? :в :вершине. Обо-
1очка и конус находятся в состоянии идеа11ьноrо контакта, т.е. пред­

по1аrается со111111,Цение перемещения tочек оболочки с перемещениями 

на поверхности конуса. Данная з11.11.ача форt.111шруетсн так 

l).1 ~{11.,9)-:Q; О<. S<: ol., О<- 't" aio (26) 

~ --,,1.ф \ ~ф 11\.·ц~ t:) 
1.-+- -;-<r\(.--'l.lt-("i.C)Ь,.~:.O ,&:.ot (27) 
't. ЪQ'l ~ -ь,,. Clrt.. 

d\:~·1 ... 't.(l '\,-'•o)•l "v, ~ '<.1>) 1~0}о , ~ ~ .i. c25J 

1:11-li• .r.1 '\~"' l t+ ~"'ll )J.н р ~ t"f "'•l 1't.o' '1. ~ - ~t</,~) J, с20 J 

Где ~,.. - продольное усилие; \..'t~ - КС1нтактное напр:uкение. Б этом 
•е параграфе рассматривается задача о Нl'!.rтрюкенн<Jм состо~:~нчи кони-
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ческой обоаочки. подкреп•яю~ей упругий конус, :в предположении, что 

на внешнюю поверхность оболочки действует осесимметричная нагрvзка 

в нор~аnьном к ее поверхности направnении. В этом случае требуется 

найти функцию ~ (1.
1 
Q). удо:в1ет:воряю11:;·11 уравнению (26) и с1еду11щим 

граничным ус1овиям 

\l~"-J~)'C.0 0:J. (ЗО) 

J ~~ '\ '1.11Q [l'k ~ & )~\?fg +'\'0)~;;\>tТ.Щ\:z~:w-'\l•O, ~ • l. (З I) 
При этом следует иметь в виду-со8тноmения (I ). Кроме того. доnжны. 
удовлетворяться условия равновесия 06011очки 

°"° ~ or L) . ~l\et.lH№.t)~t-= ~0-9 \\t- 1,:~..i. di. (З2) 
о:~орму1ированны~ задачи (26)-(29) и (26), (ЗО)-(З2) решается анало­
гично задаче о кручении конической обокочки, контактир)'l!щей с упру­

гим конусом, т.е. сводятся к решаемая точ110 задаче КВJ)nемана дnя по 

пос.ы (15) с боиее сnожными, чем в (2З) коэффициентами, тaJ(Jl[e :выра­
жающимися через сферические функции. 

В рассмотренных задачах д11F1 практичесl'tИх цепей (расчет прочно­
сти и надежности системы конус-обо11очке) наибольший интерес nред­
ставnRют кон!'актные напрRжениR "t'\.O ,\..~е, CS'e • .nия э!'их 11е11ичин 
получены выре.жения :в виде квадратур, содержащих сингу11ярные интег­

ралы. Это позю11яет иссиедо:воть поведение функuиА "t:. '1.8 ;tote и tte 
в вершине конуса (1..,. о ) и на бесконечности ('1._,.ОО). nо:ведение этих 

функций опре.1tе11яется корнями трансцендеtn'ного уравнения ~l"ll) =о" 
причем, с11едует отметить. что функция ~t'i) по своему виду очень 
с1о•на, :в ее :вырм:ения :входят Функции Лежандра ~"' (.'Х.) , как функ­
ции своего индекса. Все это не позвоRRет аноnитически иссnедо:ва~ь 

по1ожение корнеА nо•ученных уравнений и дnя их нахо11Аения исnо•ьзо­

ваnось ЭВ'~!. Так д11я задачи (20)-(21) реша1ось уравнение М! \..~)=О 
где ~ti' представ1ено фарму10А (2З). Показано, что исо1едуемое 
уравнение имеет только деАствительные корни. Д11я контактного наnрR­

жения 1:-fe по 11учено саед)'11111ее асимптотическое пре.цста111ение 

"t"'Q'= ~L 't.Ч + ~t ~I ..\-0\rC') j '1.-;' О~ 't.~ ;ti. < () ·, "'t ~'>О, 
значения 't\ и "t~ дая раз11ичных уг11ов конусности ..(' и отношения 

Д:E/('ltHCS-0) Gii 1 (гJJ,e Е. ,CS"0 - модуль упругости и 
коэффициент Пуассона Nатериа11а 06011очки, ~ - модуль сдвига мате­

риала конуса) приведены :в виде табnиц. 
ВыRвnение характера особенности контактных напряжения :в верши· 

не конуса особенно важно. Так как выявив особенность искомого реше­

ния. можно пострnить хорошо сходящееся приближенное rеmение ра -
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сматриваемой заnnчи. 

В ПРИЛО)'(Е!-JИАХ при:ведены справnчные сведения по теории мвтри•1ных 
Функ 1ий, формулы решения задачи Карлемана для полосы, численные ре­

зультаты в виде граtf'иков и таб.11иц. 

В ЭАКЛЮЧf.НИИ приведены основние результаты работы, которые 
~включаются в следующем. 

I. Предложен з411ективныя аналитический подход к реrnению з11,Dач о нап­

ряженно-деформированном соuтоянии составных соосных цилиндрических 

и конических оболочек, основанный на п~строении точного решения мат­

ричных дифfеренциальнuх уравнений v. использовании рекурентных соотно 
шен~1й, позволяющиR избежать решения систем а11гебраических ураJЭне­

ниЯ JЭысокого порядка, JЮзникающих при использовании традиционных 

методов. 

z. Пред1ожена методика решения з8,11.ач о напряженно-деформированном 

ссстоянии двух ци.11индрических оболочек состыкованных под углом, ос­

нованная на точном решении системu дифференциальных ураJЭнений тео­

рии оболочек и использовании ~одифицированного метода граничная 

кол11окации. 

J. По11учено даль~еАшее раз:витие метода ортогона11ькых многочленов 
применительно к задачам о свободных колебаниях цилиндрических и ко­

нических оболочек. 

4. Поставлены новые контактные задачи о напряженно-деq>ормированном 
с.остоянии осесимметRичной конической оболочке, подкрепляющей упругий 

конус. Получены их точные решения. 

5. Д.11я З8.11.ач о контакте конической оболочки, подкрепляющей упругий 

конус, исследована асимптотика по~едения к~нтактных напряжений в 

вершине конуса. Изучен •арактер влияния упругих и геометричеuких 

параметров на поведе.ние контактных напряжений в :вершине конуса. 

б. Проведено строгое математическое обоснование приведенных ~ост­

роения. Дан численный анализ постаJЭnенных в работе зе.дач, подтверж­

дающий эффективность полученных решений и разработанных методик. 

Основные результаты диссертации опубликованы в следующих ра­

ботах: 

I. Краснов А.М., Радиолло М.В. Напряженное состояние неоднородной 
цилиндрической оболочки, подкрепленной гебрвми //Теэ. докладоЕ II 
Респ. симпозиума по диф~еренuиальным и интегральным уравнениям, 

Одесса, 1978. - c.I54-I55. 
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2. Красно:в А.М., Тихоненко Л. q_ Задача о контакте тонкой ксни4еской 

оболочки, сцепленной с упругим конусом //Тез. докладо:в II Всесоозн. 
конф. "Смешанные за.nачи мехl\ники деi'ормируемого тела. Днепропетро:вск, 

!C{ll. - c.III. 
з. Краснов А.М., nопо:в г.я. Свободные колебания усеченной КОНИ'-!еС­

КОЙ о-::\олочки. //Гидроазро11ехвника и теориf! упругости, I9E2, выn.29. 
- с. ('7-95. 
4. ;{раснов А.М., Тихоненко Л. Я. !{рае вые задвчи теории упт1угости 

длА кони•1еских областей, при:водАщиесА к задаче Карлемана /ОГУ Иt!, 
И.И.Мечникова. - Одесса, I9ЗЗ. - ЗЗ с. -!.еп. в Укр!f.1ИТИ, ЗС'.05.'ЗЗ, 

lf707 к - J. 
5. Краснов A.M.,Uonoв Г.Н. Изгиб и кручение кусочно-однородной 
конической оболочки/ Тез. докладов I dсесоюзной конференции по 
механике неоднородных структур. Jlь uов, I<JЬ4. -с. IЬI 

6. Краснов А.М., "!опов Г .Я. Изгиб и кручение кусочно-одно1идноя ка­

ническоР оболо4ки //~атематические методы и физика-механические по-
ля. - I~б. вып. 24. - с. 9()-94. N» (} 
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