
СС.С:Р MllC 
д н Е п r о п [ т Р о u с к 11 и 11 11 с т 11 т У т 

ИНЖЕНЕРОВ ЖЕЛЕЗНОДОРОЖtiОГО ТРАНСПОРТА 

На nравах руноnнсв 

Аспирант М. И. ШЕВЧЕНКО 

ПРИМЕНЕИНЕ ВАРИАЦИОННОГО МЕТОДА 

К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ 

ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ НЕСУLЦЕЙ СПОСОБНОСТИ 

ОСНОВАНИЙ СООРУ)КЕНИЙ 

Сnециа.1ьность NQ 481 <<Основаш1я, фундilменты и nодземные сооружеtшя» 

АВТОРЕФЕРАТ 

диссертации на соискание ученой степени 

кандил.ата технических наук 

Л НЕiiРОППРОВСК 

1 9 fi ~ НТ
Б 

ДН
УЖ
Т



CCC!J МПС 
ДНЕПРОПЕТРОВСКИй ИНСТИТУТ 

ИНЖЕНЕРОВ ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНОГО ТРАНСПОРТА 

На nравах рукоnшт 

Аспирант М. И. ШЕВЧЕНКО 

ПРИМЕНЕНИЕ ВАРИАЦИОННОГО МЕТОДА 

К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ 

ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ НЕСУЩЕЙ 

СПОСОБНОСТИ 

ОСНОВАНИй СООРУЖЕНИй 

Специальность N~ 481 «Основания, фундаменты и подземные сооружения» 

АВТОРЕФЕРАТ 

диссертации на соиска!{ие ученой степени 
кандидата технических наук 

ДНЕПРОПЕТРОВСК 

1969 

НТ
Б 

ДН
УЖ
Т



2 

Днелрол€тровскиii институт инженеров железнодорожного 
трансnорта наnравляет Вам ддя ознакомления автоrеферi!т 
диссертации асnиранта Шевченко М. И. 

Просим Вас 11 асех заинтересованных mщ Вашего учрежде· 
ния nринять участие в лубличной защите диссертации или 
nрислать свой отзыв в nисьменном виде в 2-х экземnлярах, за
веренных печатью Вашего учrеждения, ло адресу: г. Днелро· 
летровск, 10; Университетская, 2; ДИИТ. НИС. 

Работа выnолнена в на vчно-исследовательской лаборато
рии механики грунтов ДИИТа. 

Научный руководитель ·- доктор технических наук про
фессор М. Н. ГОЛЬДШТЕИН. 

Официальные оппоненты - доктор технических наук пр,1· 
фессор А. К. СЫЧЕВ, кандидат технических наук А. М. ГЕЛЬД
ФАНБЕйН. Ведущее предприятие -· НИИОСП Гасстроя 
СССР. 

Автореферат разослан 25 октября 1969 r. 

Защита диссертации состоится L7 ноября 1969 г. 
на заседании Ученого совета Днепролетровс!(ОГО института 
инженеров железнодоrожного транспорта. 

С диссертацией можно ознакомиться 1.1 библиотеке инсти
тута. 

Ученый секретарь Совета доцент Л. Н. ЛЕБЕДИ Н ЕЦ. 

НТ
Б 

ДН
УЖ
Т



Введение 

Диссертация посвящена исследованию несущей способ· 
ности однородных и слоистых оснований сооружений. 

Расчет производится путем отыскания вариационным 'tето
дом опаснейшей кривой сt<о.rtьжения и соответствующего крн
тического давления на основание. При составлении функциu· 
на.тюв используется принцип возможных перемещений. 

В результате получен метод расчета несущей способностн 
однородных и слоистых оснований для различных случаев за
гружения и очертания свободной поверхности грунта. 

Диссертация состоит из введения, пяти глав, заключеюt't 
и трех прилажений (алгоритм решения задач на электронных 
вычислительных машинах, принципиальная схема решения на 

электронных аналоговых машинах, графики определения проч· 
ностных характеристик грунтов экспериментальных исследо

ваний). 

ГЛАВА 1 

Современное состояние теоретических исследований 
несущей способности оснований сооружений 

В главе анализируется современное состояние теоретиче
ских методов определения несущей способности основании 
сооружений, расчета первого и второго критических давлений 
на основание. В связи с этим рассматриваются особенности 
ра,боты оснований в зависимости от вида нагрузки и свойств 
грунтов, в частности образование упругого ядра и возникнове
ние выпора вдоль некоторой криволинейной поверхности 
скольжения, а также случаи потери несущей способности 
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в виде интенсивного нарастания д~формаций без выпора 
грунта на поверхность. 

Дана классификация методов расчета в зависимости от 
способа определения или задания формы опасной кривой 
скольжения. 

Приводится краткий анализ существующих основных спо
собов определения несущей способности оснований сооруже
ний по теории упругости, по теории предельного равновесия, 
по методам, основанным на задании формы опасной кривой 
скольжения. 

Подробно рассмотрены вариационные методы определения 
несущей способности оснований и устойчивости откосов (ра
боты Н. М. Герсеванова, И. Копачи, Ю. Со.11овьева, А. Г. Дорф
мана и др.). 

Г Л А В А II 

Применеине вариационноrо метода к расчету 
несущей способности однородных оснований 

Г лава посвящена исследоваНИJ() несущей способности осно
ваний из однородных грунтов, передающих нагрузку от шеро· 

ховатых фундаментов мелкого заложения (О::::::::;~::::::::; 2 )· 

Рассматривается плоская задача. Предполагается, что на
грузка q (х, у), действующая на фундамент шириной Ь, достиг
ла критического значения, в результате чего в массиве грунта 

образовалась призма выпора, очерченная кривой скольжения 
у (х) -функцией непрерыв1юй юн•сте со своими первой и вто
рой производной, исходящей из крайней т~чки фундамента X:J 

и выходящей 11а свободную поверхность у (х). Слой грунта, 
примьшающего к поверхности скольжения, находится в пре

дельноы состоянии, призма выпора рассматривается ка1< 

сплошное тело. На грани эпементарного объе:'v!а dxXdyXds. 
вырезанного вдоль кривой скольжения (рис. 1), действуют 
по векоторому известному закону напряжения от полезной 

нагрузки "х• cry и -= _собственного веса вышележащего 

столба грунта r (у- у). Относительно ох, "r и ' предпо.!Jа
гается, что они яв.1яются функциями, непрерывными вместе 
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со своими первой и второй проиэводными, их значения пронор
цианальны величине краевой ординаты эпюры нагрузки р 
(это :vюжет быть и сосредоточенная снла). Реакцию неподвиж-

ах 

Рнс. 1. Расчетная схема nля слу·:~я однородного основыiiiЯ. 

наго массива грунта можно разложить на нормальную и каса

тельную составляющие N, Т, которые определяютсн из уеловин 
равенства нулю проекций всех сил Н<! две взаимноперпендн

кулярные оси n и t. 

N·- [-а sinЧ::I·-' cos2f~.- 'У (у- ~)cos 2 8· ..L J- х J у - J 1 J J 1 

. .L 2•sin8 cosEI·] dx ' J 1 

Ti == [- crxsinE!jcostЭj + 'ysin8jcos8j + r (у- У) siп8Jcos8j + 
+ ' ( cos28j- sin28j)] dx 
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где ei -угол, образованный касательной к I(ривой скольже
ния в данной точке с положительным направлением 
оси. 

Согласно принципу воз'.южных пер<'мсщений система нахо
дится в равновесии, если 

~Ауд· + ~Am. = О ll) 

где ~Ауд- сумма работ на возможных перемещениях удер
живающих сил; 

~Асдв- то же сдвигающих сил. 
Сдвигающими являются силы Т, действующие по каса

тельной, удерживающие - силы трения, согласно закону Ку
лона, равные Fi = Nitg<p +С , где ер и с- угол внутреннего 
трения и сцепление грунта. 

Из условия сплошноети сдвигаемого массива получаем 
равенство горизонтальных перемещений- элементарных 
объемов 6, а перемещение вдоль кривой скольжения опре

деляется из соотношения 

~·=_а_. 
J COS8j 

Принимая во внимание, что 
dx ds=--, 

COS8j 
tgei =у' (х); 

cos28· = 
1 

. 
J 1 + у12 и, заменяя суммирование интегрированием, 

из условия ( 1) получаем 

Р= 

Xn -
S [-С (1 +у")--~ (у -у)(у' + tgce)J dx 

Хо 

Xn 

S [axy"tgce + "ytg'f'- 2"уЧgсе-:~ху1 + "уУ 1 + '(1 -у")] dx 
Хо 

или сокращенно 

Хп 

S U (х, у, у 1 ) dx 
р = ...:.Х:!!.о _____ _ 

Хп 

S V (х, у, у 1 ) dx 
Хо 
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Выражение (2) представляет собой функционал, который 
является обобщение:\1 локального функцианала вида 

Хн 

u= S F(x, у, y 1)dx 
х, 

Задача сводится к отысканию кривой у=у(х), котора;l 
доставляет минимум функционалу р, т. е. находится опасней
шая кривая скольжения, вдоль которой происходит сдвиг при 
минимальной величине I<ритической нагрузки. Эта задач<~ 
является задачей вариационного исчисления, она носит назва
ние задачи с одним закрепленным, а вторым подвижным кон

цом. 

Кривая у=у(х), доставляющая миниму'1 функционалу (2). 
должна удовлетворять уравнению Эйлера-Лагранжа: 

d 
(U- pV)y-- (U- pV)y' =О 

dx 
(3) 

и интегральному условию Дорфмэна: 

Хн 

S (U-pV)dx=O (4) 
Xu 

Уравнение (3) в общем случае v.меет вид: 

2у" ( crкtg<p +С- -с)= 'xyY 1'tgf' -I-Y 1 [ ( ::;у)у- ( ::;х)у -J- 2'tx] + 
+ ( 'х)х- ( cry)x- 2 ( crx)xY 1!g<p + ("y)ytgcp _:_IY 1 

- 2'yY'tgq;-

- 'ty (1- у 1 ') + 2'txtg<p (5) 

где (crx)y; (cry)y; 'ty -частные производвые 'х• 'У и ' по у. 

(crxJx; (cry)x; 'х - производные crx; cry и " по х. 

Уравнение (5) является обыкновенным дифференциаль
НЫ:\1 уравнением второго порядка. В общем виде оно не разре
шается в квадратурах, но для ряда частных задач уравне· 

ние (5) значительно упрощается и может быть в отдельных 
случаях решено в аналитической форме. При этом получаютс>J 
две nроизвольвые постоянные интегрирования, которые опр.:

деляются из граничных условий, условия трансверсальност11 
и интегрального условия. Условие трансверсальности опреде-
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ляет угол наклона кривой скольжения в точке выхода ее на 
поверхность и имеет ви~: 

(U- pV) + (у 1 
-- у 1 ) (U- р\'}--/х~хн =0 (6) 

Далее расс:о.tатривается вопрос о распреде.1ении напряже
ний в массиве грунта от поJ!езной нагрузки, приводится реше
ние задачи с учетом распределения ~апряжений по теории 
упругости. Показано, что при решении ряда практических 
задач (равномерно распределенная нагрузка, несимметричная 
нагрузка и др.) можно принимать распределение напряжений 
по различным упрощенным закономерностям (Мелан, Штерн. 
Шейдиг и др.). В этом случае распределение напряжений 
от фундамента происходит в части массива, ограниченной 
некоторой кривой, названной нами кривой распределения дав
ления, в остальной части массива грунта напряжения от по
лезной нагрузки отсутствуют. Поэтому при решении задачи 
интегрирование ведется на двух участках: от хо до х, (с учетО'\1 
напряж~ний от нагрузки и собственного веса) и от х, до х,. 
(с учеТО:\1 напряжений только от собственного веса вышеле-
жащего столба грунта)_ Появляется еще одно неизвестное -
точка с абсциссой х 1 , которая находится из условия сопря

жения: 

(U 1 - pV 1) + (у1 - у') (U 1 - pV 1 )y,lx~x,-o= (U2- pV~) + 
+ (у•- у•) (U 2 - pV2)A't=x,+e 

где у- кривая, разделяющая участки интегрирования. 

При решении вариационных задач об устойчивости фунда

ментов у- вертикальная прямая 11 условие сопряжения при

ни:-.Iает вид: 

(U.- pV.)y,j х- х,- о= (Uz- pV2)y,j х- х, +" 

Это значит, что частные производные условия равнове
сия (1) по первой производной искомой функции у 1 (х) беско
нечно близко слева и справа от границы участков должны 
быть равны между собой. Условие сопряжения характеризуеr 
кривую скольжения на границе участков: непрерывность, 

наличие перелома или гладкое сопряжение ветвей кривой у (х) _ 
Разработаны практические приемы решения вариацион

ных задач, обеспечивающие контроль правильиости решения. 
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основанные на распределении напряжений по Шейдигу. Реше
ние получается в аналитической форме, уравнение кривой 
скольжения имеет вид: 

у=а2х2 +а,х+ао, (8) 
а предельная нагрузка для случая как симметричной, так и 
несимметричной нагрузки определяется по формуле: 

р = ~~Х 11 ~ + ~ 1 Х 11 + IX0 , (9) 
где а2, а 1 , ао, а2 , а 1 и c:.to- коэффициенты, зависящие от 
свойств грунта, размеров фундамента и способов загружения. 
Х 11 - абсцисса точки выхода кривой скольжения на поверх
ность находится из граничных условий совместно с интеграль
ным условием. Уравнение (4) -интегральное уравнение -
решается графо-аналитическим методом. 

Коэффициент запаса при расчете устойчивости оснований 
по вариационному методу может быть определен двояко: каr.; 
отношение работ удерживающих н сдвигающих сил н как от
ношение предельной нагрузки к действующей. При этом закоf-1 
распределения критической и действующей нагрузки по подо
шве фундамента остается одним н тем же, чем выполняется 
необходимое условие подобия при определении запаса проч
ности. Показано также, что при расчете вариационным мето
дом несущей способности оснований на действие симметричной 
нагрузки. можно учесть образование упругого ядра. При это\\ 
величина критической нагрузки возрастает. 

В заключение главы приводятся графиr<И, численные при-

1,77 42° 
1,62 38° 
1.75 42; 5 
1,72 41° 
1,80 42° 
1,74 37" 
1,64 36" 
1,72 37° 

с 
T)t:J 

о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 
о 

Ширина 
фу н д. 

('штамnа) 
м 

0,08 
0,08 
0,06 
0,06 
1,80 
1,80 
1,80 
1,80 

0,\0 
0,00 
0,07 
0,06 
0,11 
0,00 
0,00 
0,03 

Таблица 1 

Теоретическая вели
чина предельного 

сопротивления 

основания по: (кr/rм') 

Березам- \вариацион-
цеву иому 

: методу 

1,23 1,190 
0,50 0,432 
1,05 1,00 
0,72 0,89 

29,00 27,65 
11,00 11,75 
8,00 7,97 

10,30 18,04 

1,25 
0,65 
1,31 
1,09 

45,00 
13,20 
12,2 
18,40 
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меры и таблицы, позволяющие срав!-!ить результаты, получаю
щиеся при решении конкретных задач при помощи методов 

Березанцева, Горбунова-Посадова, Терцаги и вариационного 
исчисления (таблица 1). 

Как видно из таблицы, результаты незначительно. OТ.ГIII· 
чаются друг от друга. Это дает право сделать вывод о TO\I, 

что вариационный метод в сочетании с принципо:v1 возможных 
работ может быть прюtенен в :v1еханике грунтов при решеннн 
задач об определении нес,rщсй способнос-ти основ<mий. 

ГЛАВА 1II 

Расчет несуLЦеЙ сnособности слоистого основания 
с применением вариационного метода 

Глава nосвящена исследованию несущей способности сло
истых оснований. 

6 
1----·-~ 

~ ~----~ 

0 

® 

10 

1 

в. 
L 

Гl 

N. 
( 

t 

Рис. 2. Расчетная схема для случая двухслс•йного основания; 
сплошная линия - линия скольження, проходящая целиком в пер

вом слое; пунктирная - отрезок линии скольжения во втором слое. 
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Принятая расчетная схема показава IHI рис. 2. Здесь воз
можны два случая: а) если грунт нижележащего слоя «2)> 
более прочный (например, скала), чем вышележащий «1», то 
кривая скольжения у (х) на участке Xt ~х~ х2 проходит по 
границе двух слоев и в расчет вводятся характеристики сла

бого грунта; б) если, наоборот, вышележащий слой грунта 
подстилается более слабьш, то крнвая скольжения проходит 
в обоих слоях и на участке х 1 ::::=::х~ х2 в расчет вводятся харак
теристики ·Грунта нижележащего слЬя, в остальном расчеты 
совершенно одинаковы. 

В пределах каждого слоя грунт считается однородным, 
поэтому все предпосылки, принятые при расчете однород11ого 

основания, остаются в силе. 

Функционал критической нг.груэкн имеет вид t2), уравне
ние экстремал и (5), интегральное условие ( 4) и условие транс
версальности (6) в точке с абсциссой Х 11 прю1еняются в пре
делах каждого слоя. Однако при решении задач11 в случае 
двухслойного основания появляются дополнительные неизве
стные: точка встречи кривой скольжения с границей нижнего 
слоя (абсцисса х 1 ) и точка выхода кривой скольжения из ниж
него слоя с абсциссой х2 . Дополнительными условиями явля-

ются условия равенства ординат кривых у (х) и у(х) в точках 
Xt И Xz: 

( 10) 

В практических расчетах, когда распределение напряже
ний от фундамента происходит по векоторой кривой, появляет
ся еще одно неизвестное-точка пересечения кривой давления 
с кривой скольжения. Для ее отыскания используется условие 
сопряжения (7), которое в случае прохождения кривой 
скольжения по границе слоев видоизменяется, называется ус

ловием включения и имеет вид: 

(U1 - pV1) +(у'- у') (U 1 - pV1)y,lx-x' = (U~- pV 2)jx .. х, (11) 

если у- вертиi<альная прямая, (11) упрощается: 

(U,- pV1))x .. х, = 0 (12) 

Затем подробно рассматривается вопрос о распределении 
напряжений в двухслойных основаниях. Существующие тео-
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ретические методы определения напряжений (К. Е. Егорова, 
М. И. Горбунова-Посадова, Файлона, Г. И. Покровского 
и ·др.), хотя и могут быть использованы при решении вариа
ционной задачи, однако уравнение экстремали (5) получаете>~ 
очень сложным и может быть решено то.1ько численным :-.tето
дом на ЭЦВМ типа «Урал». 

На основании результатов К. Е. Егорова прелложены 
практические приемы решения I<анкретных задач. Уравне
ние (5) значительно упрощRется, может быть легко решено 
на небольших ЭЦВМ типа «Про:viiнь)>, а в отдельных случаflх 
решение получается в зашшутой фop'rte, при этом уравнение 
опасной кривой скольжения и соответствующая ей предель
ная нагрузка определяются по формулам типа (8) и (9). 
В заключении главы рассмотрены с.1учаи, имеющие практи
ческий интерес, даны их общие решения. 

ГЛАВА IV 

Решение вариационных задач об устойчивости 
фундаментов на электронных цифровых машинах 

и моделирующих установках 

В главе приводится решение задачи с применением теории 
упругости, выполненное на :vtашине Урал-3 для случая одно
родного основания. Задача является краевой задачей с ва
риационными граничными условиями; задание:v~ производной 
в начальной точке задача с!3одитсfl к задаче Коши. Интегри
рование уравнения Экстремали производится методом Рунге
Купа с одновременны:v~ решением интегрального условия 
(по формуле Симпсона или трапеций). Условие сопряжения 
выполняется автоматически, выполнение интегрального усло

вия и условия трансверсальности достигается путем решеНИ9 

вариантов задачи с различными значениюtи производной в на
чальной точке. 

Существенный интерес представляет решение задач для 
двухслойного основания на электронных моделирующих 
установках. В лаборатории :-.tеханики грунтов ДИИТа была 
сконструирована моделирующаfl установка, имеющая блок 
нелинейности. С его помощью задача об определении несу
щей способности двухслойного основания решается легко и бы
стро: получается значение критичt>ской нагрузки и опаснейшан 
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кривая скольжения на экране осциллографа. Также приводит
ся анализ полученных реше-ний, дается оценка точности 
решения на ЭЦВМ, принципиальные схемы даны в приложе
нии. 

ГЛАВА V 

Экспериментальные исследования. Сопоставление 
результатов теоретических и экспериментальных исследований 

В главе приводится краткий анали.з существующих мето
дов экспериментальных исследований, их результаты. Подроб
но оnисаны оnыты автора, nроведеиные в лаборатории меха
ники грунтов ДИИТа, даны характеристики приборов, обору
дования, методики исnытаний, графики испытаний грунтов 
приведены в nриложении. Оnыты проводились в лотке с раз
мерами прозрачного экрана 20 Х 45 01, в качестве основания 
были использованы I<рупнозернистые и среднезернистые nес
ки, требуемая nлотность грунта основания достигалась уnлот
нением с тщательным контроле:-.1 последнего. 

Штамn размерами 50Х225 мм укладыва.1ся на различные 

глубины (величин а относительного заглубления от О до 1,5 ~ ), 
в 

нагрузка передавалась центральна при nомощи специальных 

nриспособлений. Результаты экспериментальных исследований 
автора хорошо согласуются с результатами опытов, nроведен

ных В. Г. Березанцевым в ЛИИЖТе, и состоят в следующеч, 
Разрушение оснований из плотных песков сопровождается вы
nора~! грунта на nоверхность, в r.:лучае рыхлого основания 

выпора не происходит. В большинстве с.r1учаев величины 
критической нагрузки, полученные опытным и теоретическю1 
nутем, близки, при этом ве.'lичина опытной критическоii 
нагрузки, как правило, превосходит теоретическую. По-види
мому, это можно объяснить тем, что вводимые в расчет зна
чения сцепления и внутрtлнего трения, получае\!Ые в резуль

тате испытания грунтов на срезно\i приборе, оказываются 

несi<олько ниже, чем в :-.1асси:ве грунта. 
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Заключение 

Основные результаты работы сводятся к следующему. 
1. Определение несущей способноети основания сводится 

к решению вариационной задачи с одним закрепленным и од
ним ПОДВИЖНЫМ КОНЦОМ. 

2. Задача определения минимv:\13 критической нагрузки 
и соответствующей ей опаснейшей кривой скольжения имеет 
единственное решение. 

3. Распределение напряжений в грунте может быть найдено 
как методами теории упругости, так и по результатам экспе

риментальных исследований и эмпирическим зависимостям, 
полученным целым рядом авторов. Наиболее простое и до
статочное точное для практических целей решение получается 
при учете распределения напряжений по Шейдигу и методо~ч 
трапеций. 

4. Очертание опаснейшей кривой скольженин и соответ
ствующая минимальная величина критической нагрузки на 
основание находятся одновременно, как результат решения 

одной вариационной задачи. 
5. Получено в общем виде решение для любых случаев 

загружения, очертания свободной поверхности как для сыпу
чего, так и для связного весомого грунта. 

6. Разработаны практические приемы решения основных 
задач, встречающихся при проектировании сооружений, кото
рые позволяют получить простые формулы и надежные методы 
контроля правильиости решения в обще•.1 очень сложной за
дачи. 

7. Впервые получено решение задачи об определении не
сущей способности двух с лойноrо основания, загруженного 
как симметричной, так и несюtметричной нагрузкой для 
случаев сыпучего и связного весомого грунта и при различно.v1 

очертании свободной поверхности. 
Для случая двухслойного основания разработаны практи

ческие приемы решения задачи, зипчительна упрощающие 

расчет. 

8. Составлены алгоритм и блок-схе:-.tы для выполнения рас
четов на электронных цифровых н аналоговых машинах. 

9. Результаты решения задачи при помощи вариационного 
метода находятся в хорошем соответствии с решениями по тео

рии предельного равновесия н .'!абораторными исследова

ниямlf. 
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