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Durability under a complex stress state in the aspect of prolonging the 

operative time  of the industrial productions  technological equipment  
 

Актуальність даної роботи обумовлена загальносвітовою тенденцією до збільшення призначених термінів 

експлуатації основного технологічного устатковання в усіх галузях виробництва. Завдяки процедурі подов-
ження строків до зняття з експлуатації зменшуються не тільки питомі витрати на утримання устатко-
вання, але і собівартість продукції. Можливість подовження ресурсу визначається технічним станом базових 
конструкцій.  Розглянуто поняття про базові несучі конструкції промислового устатковання. Наведено про-

блеми методологічного характеру, які постають при подовженні призначеного ресурсу базових конструкцій. 
Однією з таких проблем є врахування складного напруженого стану металу базових конструкцій  при циклі ч-
ній дії комплексного навантаження. Наведено огляд моделей для врахування цього чинника, які класифіковані 

за ознакою еквівалентування по певному показнику напружено-деформованого стану. Найбільш ефективним 
визнаються моделі еквівалентування за дотичними напруженнями і деформаціями у поєднанні з концепцією 
критичних площин. Але вони працюють при відношенні меж втоми за дотичними і нормальними напруження-
ми більшим від 0.5. До того ж, визначення останніх потребує специфічного випробувального обладнання. На 

противагу цим моделям надано  модель довговічності, яка отримана з правила об’єднання ресурсних індексів 
безпеки. Напружений стан представляється як комбінація окремих типів деформування, що циклічно зміню-
ються в часі зі своїми амплітудами, асиметріями і частотами. Основний акцент в статті зроблено на роз-
робці методики втомних випробувань на триточковий згин при варіюванні кратності зразка.  Підтверджена 

можливість отримання параметрів моделі багатовісної втоми за допомогою цієї методики. Вона придатна 
для звичайних випробувальних машин і зразків простої форми. Остання перевага важлива саме  для базових 
конструкцій, з фрагментів яких важко виготовити зразок складної форми.     
Ключові слова : довговічність, багатовісна втома, індекс безпеки, зсувні напруження, згин.  

 
The relevance of this work is due to the global tendency to increase the intended service life of the main technological 
equipment in all branches of production. Thanks to the procedure of extending the terms before decommissioning, not 

only the specific costs of maintaining the equipment, but also the cost of production are reduced. The possibility of 
extending the resource is determined by the technical condition of the basic structures. The concept of basic load-
bearing structures of industrial equipment is considered. Problems of a methodological nature that arise when extending 
the designated resource of basic structures are presented. One of these problems is taking into account the complex 

stress state of the metal of the basic structures during the cyclic action of the complex load. An overview of the models 
for taking this factor into account, which are classified according to the feature of equivalence according to a certain 
indicator of the stress-strain state, is given. Equivalence models based on tangential stresses and deformations in 
combination with the concept of critical planes are recognized as the most effective. But they work when the ratio of 

fatigue limits for tangential and normal stresses is greater than 0.5. In addition, the determination of the latter requires 
specific test equipment. In contrast to these models, a durability model is provided, which is derived from the rule of 
combining resource security indices. The stressed state is represented as a combination of individual  types of 
deformation that cyclically change in time with their amplitudes, asymmetries and frequencies. The main emphasis in 

the article is on the development of the method of fatigue tests for three-point bending while varying the multiplicity of 
the sample. The possibility of obtaining multiaxial fatigue model parameters using this technique has been confirmed. It 
is suitable for ordinary testing machines and samples of simple shape. The last advantage is important especially for 

basic structures, from the fragments of which it is difficult to make a sample of a complex shape. 
Key words: durability, multiaxial fatigue, safety index, shear stress, bending. 

 
Вступ. Всі елементи основного технологічного 

устатковання (двигун, трансмісія, виконавчий ме-
ханізм і інструмент) встановлено на базових несу-
чих конструкціях (BS). До них віднесено рами, ста-

нини, каркаси, корпуси, кожухи, тощо. Означені 
елементи виконують головну функцію устаткован-

ня і визначають його роботоздатність.  

Всі складові структурні елементи різняться між 
собою підходом щодо призначення ресурсу. Ре-
сурс устатковання в цілому повинен, щонайменше, 

відповідати амортизаційному строку групи, до якої 
може бути віднесено об‘єкт, що розглядається. За 
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кампанію устатковання більшість вузлів структур-
них ділянок може бути замінена декілька (від 2 до 

6) разів. Це не стосується, по-перше, інструменту, 
до якого ставляться, майже, як до витратних мате-
ріалів. По-друге, виключенням є базові конструкції, 

заміна яких не передбачена, але можливий їхній 
ремонт. Фактично, ресурс BS визначає кампанію 
об‘єкту.  

Слід зауважити, що зараз спостерігається сві-
това тенденція до збільшення призначених термі-
нів експлуатації основного технологічного устатко-

вання в усіх галузях. За даними української компа-
нії «Енергоатом» річній ефект від продовження на 
10-15 років експлуатації одного енергоблока АЕС 

складає приблизно 1.5 млрд. доларів. В середо-
вищі фахівців залізничного транспорту вважаєть-
ся, що економічний ефект від подовження строку 

служби складає близько 100 тис. грн. (на 2020 рік 
це відповідало 3500 – 4000 доларів) на одиницю 
тягового рухомого складу на рік наднормативної 

експлуатації.  
Постановка проблеми і мета досліджень - 

Проблеми подовження ресурсу. Активний роз-

виток промислової індустрії приходиться на 50-60-і 
роки минулого сторіччя, коли інтенсивно нарощ у-
валася, як одинична потужність прокатних агрега-

тів, так і збільшувалась їх кількість. К цьому часу 
було розроблено основні методики проєктувально-
го розрахунку міцності елементів BS. В результаті 

забезпечувалися понад п‘яти-десятикратні запаси 
статичної міцності. Тому, виключаючи деякі випад-
ки аварійного руйнування,  назагал, BS є достат-

ньо надійними. Однак, відбувається поступове на-
копичення втомних пошкоджень, які і призведуть в 
певний момент до їхнього руйнування. Цей момент 

не є визначеним, оскільки розрахунків на витрива-
лість, зазвичай, не роблять. Немає нормованих 
методів визначення ресурсу, безпосередньо, для 

BS. Вважалося, що запаси міцності забезпечують 
амортизаційний строк до виведення технологічно-
го устатковання з експлуатації, який в Україні 

складає 15-30 років. 
Збільшення нормативних термінів експлуатації 

відповідають вимогам концепцій «Індустрія 4.0» і 

«зеленої металургії» [1,2]. В результаті подовжен-
ня строків до зняття з експлуатації зменшуються 
не тільки питомі витрати на утримання устаткован-

ня, але і відрахування на амортизацію. Це вкупі 
дає можливість знизити собівартість продукції і 
зробити виробництво конкурентоспроможним. Те-

нденція до збільшення строків експлуатації понад 
нормованих спостерігається і в прокатному вироб-
ництві. Продовжується експлуатація базових конс-

трукцій прокатних станів, які відпрацювали 50 – 80 
років  [3]. Природньо, що при цьому необхідно оці-
нити залишковий ресурс основних конструкцій.  

Проблема оцінки можливості подовження екс-
плуатації устатковання полягає в складності ви-
значення залишкового ресурсу базових конструк-

цій (BS). Причини цього в наступному. 

1. При проєктуванні BS  не розраховувався їхній 
ресурс. Вважалося, що надійність забезпечується 

за рахунок створення значних запасів статичної, як 
правило, міцності. При цьому оцінка напруженого 
стану здійснювалася, переважно, консервативни-

ми засобами. На час створення BS, а продовження 
ресурсу потребують об‘єкти 25 - 50 річної експлуа-
тації, уточнених програм, на кшталт методу скінче-

них елементів, не існувало. Тому достовірність 
оцінки однобічна, і підстави для перегляду можли-
вості подальшої експлуатації об‘єктивно існують.  

2. Під час довготривалої експлуатації базових 
конструкцій не приділялося належної уваги режи-
мам їхнього навантаження. Не завжди в колі фахі-

вців навіть є розуміння, що BS елементи техноло-
гічного устатковання потерпають від втомних пош-
коджень. На сучасному етапі інженерного розвитку 

моделі опору втомі почали застосовувати для 
об'єктів, безпека яких раніше розглядалася в аб-
солютно статичному аспекті. До цих об'єктів стали 

відноситися мости, будівлі, трубопроводи, несучі 
конструкції промислового обладнання [4]. Тому при 
переоцінці технічного стану BS елементів потрібна 

реконструкція умов експлуатації і процесів наван-
таженості. При цьому важливо визначити обсяг ви-
конаної на устаткованні  роботи. 

3. Масо-габаритні параметри базових конструк-
цій є значно вагомішими, аніж решти елементів 
механічної системи. В аспекті моделювання опору 

втомі це потребує враховувати низку чинників. По-
перше, це масштабний ефект. Його проявлення 
можуть бути нівельовані в форматі локально-

деформаційного підходу.  По-друге, складність 
форми BS поряд з їх протяжністю регламентують 
при виготовленні застосовувати з‘єднання (зварка, 

клепка, тощо). Такі технології провокують появу 
дефектів. Тому певна частина ресурсу BS прихо-
диться на розвиток тріщиноподібних дефектів. 

Причому, доволі нерідко наявні тріщини можуть 
гальмуватися, не доводячи конструкцію до повного 
руйнування. 

 Наслідком складності форми є третій характе-
рний чинник, пов‘язаний з високими градієнтами 
напружень. Тобто, деякі зони BS є значно напру-

женішими, ніж інші. Звідси випливає низький кое-
фіцієнт використання металу в конструкції, що та-
кож спонукає до продовження експлуатації BS. Ті-

сно пов'язаний з цими ж причинами четвертий ха-
рактерний чинник, який впливає на ресурсну мо-
дель. Йдеться про складний напружений стан, 

який призводить до багатовісної втоми металу. 
Доволі часто на базові конструкції вміщують декі-
лька джерел віброактивності, що може сприяти 

непропорційному навантаженню.  
4. Після довготривалої експлуатації відбуваєть-

ся деградація механічних властивостей металу, 

яка обумовлена не тільки експлуатаційним наробі-
тком, а власне, і тривалим зберіганням. Ступінь 
деградації певних показників властивостей є діаг-

ностичним параметром технічного стану BS. Крім 
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того, це явище потрібно враховувати при оцінці 
залишкового ресурсу. 

5. Деградація металу не єдиний наслідок довго-
тривалої експлуатації. Справа в тому, що перестає 
діяти модель необмеженої довговічності при на-

пруженнях, які є меншими від границі витривалос-
ті. Метал потрапляє в зону гігациклової або дуже 
багатоциклової втоми (very high cycle fatigue). На-

приклад, на автомат-стані трубопрокатного агрега-
ту 350 елементи станини за час 80-річної експлуа-

тації отримали 1.4‧108 циклів навантажень [3]. 

Тому втомна модель при подовженні ресурсу по-
винна бути відкоригована внаслідок і цього явища.  

6. При оцінці надійності і безпеки BS постає 

проблема мультифокальної пошкодженності 
(multifocal damaging), пов‘язаної з множинністю 
джерел враження [5]. Необхідно від показників по-

шкодженності «багатьох точок» перейти до певно-
го комплексного показника технічного стану всієї 
конструкції. Проблема вирішується шляхом 

об‘єднання показників надійності окремих елемен-
тів BS, які саме і є об‘єктами такої пошкодженності.  

7. Для BS існує проблема призначення гранич-

ного стану. Здавалося б, тут немає питань – доки 
BS зберігає несучу здатність, вона в робочому 
стані. Несуча здатність, зазвичай, втрачається при 

повному руйнуванні. Але такого стану для BS до-
сягти не так просто, оскільки там існують резерво-
вані елементи, додаткові зв‘язки, підтримки тощо. 

Вони додають конструкції статичної невизначенос-
ті, при якій швидкість зростання тріщин важко про-
гнозувати. Нерідко з‘являються короткі тріщини, які 

змінюють жорсткість BS, і їхню напруженість. Втра-
та несучої здатності являє собою послідовність 
стадій розвитку руйнування, кожна з яких опису-

ється власною моделлю. Повний ресурс предста-
вляється як сума довговічності до появи тріщини і 
живучості на різних стадіях руйнування.  

Проблема, якій присвячено цю роботу, постала 
у зв‘язку з переходом від методів класичної надій-
ності до методів структурної надійності, коли вона 

визначається не при випробуванні всієї системи в 
цілому, а по показниках окремих елементів систе-
ми. Оскільки при обслуговуванні більш зручно кон-

тролювати надійність всієї системи, то необхідно 
окремі показники об‘єднати в єдиний. Це робиться 
за певними алгоритмами і правилами, які є специ-
фічним розділом теорії надійності і ризику. З мето-

дичної точки зору задача об‘єднання показників 
надійності окремих елементів рівнозначна до за-
дачі об‘єднання дії окремих складових комплексу 

деградаційних процесів.   

Більшість реально функціонуючих елементів 
конструкцій і деталей машин потерпають від ком-

плексного циклічного навантаження та комбінації 
деградаційних процесів. В такій ситуації для ви-
значення технічного стану механічної системи 

з‘являється необхідність об‘єднання окремих пока-
зників процесів пошкодження в єдине  рішення, в 
єдиний комплексний показник. 

Комплексне навантаження  призводить до ви-
никнення в матеріалі конструкції складного напру-
женого складу (СНС). При циклічній дії такого на-

вантаження ініціюється явище багатовісної втоми. 
Комплексне навантаження є результатом комбіна-
ції простих видів деформації, які відбуваються в 

певній послідовності, або відповідають певній, так 
званій, траєкторії деформування. 

Робота мала на меті пошук шляхів вирішення 

однієї з проблем, які постають при діагностуванні 
технічного стану і подовженні експлуатаційного ре-
сурсу  об‘єктів промислового устатковання. Йдеть-

ся про розробку моделі довговічності BS, яка вра-
ховує СНС при циклічній дії комплексного наван-
таження. 

Стан проблеми і аналіз літературних даних  - 
Моделі витривалості при багатовісній втомі. 
Врахування СНС, яке виникає в матеріалі констру-

кції при комплексному навантаженні, в інженерії, 
здебільшого, здійснюється шляхом знаходження 
еквівалентного показника, який за своєю дією при-

зводить до однакового з СНС пошкодження. Екві-
валентування – намагання врахувати збільшення 
інтенсивності накопичення пошкоджень при ком-

плексному навантаженні шляхом збільшення дію-
чого показника напруженого стану. Такий підхід є 
протилежним до ресурсних моделей концентрації 

напружень, де те ж саме явище враховується 
шляхом зменшення характеристик опору втомі 

Еквівалентування за нормальними напружен-

нями. 
Разом із становленням науки про міцність ма-

теріалів виникли перші теорії міцності, призначені 

для СНС. В 18 -19 сторіччях розроблені шість кла-
сичних гіпотез, які постулюють, що руйнування ві-
дбудеться, коли комплексний показник напружено-

го стану досягне критичних значень, відповідних 
одновісному розтягуванню (рис.1). Якщо відомі 
тільки характеристики міцності базового процесу 

деформування (В, рис.1), то еквівалентування за 
нормальними напруженнями доволі кропітка зада-
ча. В загальному випадку для забезпечення міцно-

сті при СНС необхідно дотриматися 12 умов  [6].  
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Рисунок 1 - Принципова схема визначення довговічності при СНС NΣ шляхом еквівалентування (а) і 

шляхом об’єднання  індексів безпеки (b) 

 
Задача спрощується, коли відомі характеристи-

ки міцності додаткового процесу деформування (А, 

рис.1), наприклад, при зсуві. Тоді еквівалентне на-
пруження при сумісній дії нормальних і дотичних 
напружень визначається як: 

                         
.eq k                              (1) 

 
Тут kσ – коефіцієнт обтяження базового процесу 

деформування, який є результатом об‘єднання по-
казників міцності при різних схемах деформування.  

 

Класичні гіпотези були винайдені для статично-
го навантаження. Але принаймні три з них розпо-
всюджені на випадок багатовісної втоми і широко 

використовуються в теперішній час. Довговічність 
при змішаному деформуванні, яке відповідає СНС, 
визначається за рівнянням кривої втоми (S-N 

curve) для базового процесу:  
                                         

.m

eq N B BN k N k N



                                 (2) 

 
Тут m=mσ – показник нахилу кривої втоми, ви-

раженої для нормальних напружень, а  довговіч-

ність  має зміст еквівалентної. 
 
Для ІІІ і ІV теорій міцності маємо: 
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Для теорії Мора: 
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      (4) 

 
В цих формулах символом χ позначені власти-

вості матеріалу при опорі втомі, які втілено через 
границі витривалості при зсуві τR і при згині σR:  
χ=σR/τR. За ІІІ теорією χ=2, за ІV теорією  χ=√3.  В 

(4) опір втомі втілюється через відношення гра-
ниць витривалості при стисканні і розтягуванні. Ро-
зглянуті формули зручні у використанні, що 

пов‘язано з незалежністю величини kσ від діючих 
напружень. Є залежність лише від їх відношення.  

Але вирази (3), (4) погано працюють за умов 

крихкого руйнування, коли наявні малі пластичні 
деформації. Ознаки такого деформування спосте-
рігаються для високоміцних сталей, для зон кон-

центрації напружень, для втомного руйнування. 
Для таких умов розроблені залежності граничного 
стану еліптичного типу [7]. З них випливає, що ве-

личина kσ стає залежною від абсолютних рівнів ді-
ючих напружень. Це звужує універсальність розг-
лянутих теорій. 

Взагалі, спосіб еквівалентування за нормаль-
ними напруженнями тримається на схожості пове-
дінки показників статичної і циклічної міцності. 

Тобто, передбачається, що відношення показників 
плинності і витривалості при розтягуванні і зсуві не 
змінюється. Дійсно, залежності (3), (4) можуть ви-

користовуватися, як для незмінних τ і σ, так і для 
таких, що періодично змінюються. Неоднозначний 
результат виникає, коли на циклічний базовий 

процес впливає додатковий, параметри якого мо-
жуть бути різними за асиметрією.  А це не може 
бути враховано в межах розглянутих моделей.  

 
Еквівалентування за дотичними напруження-

ми і деформаціями. 
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З розвитком інструментальних способів дослі-
дження мікроструктурної будови матеріалів, дослі-

дники прийшли до думки про відповідальність до-
тичних напружень за появу втомних тріщин. При-
родньо, в такій ситуації виникає доцільність екві-

валентування за дотичними напруженнями. На-
прикінці 50-х років Findley запропонував пошко-

джуючий параметр (DP, рис. 1, а), який по суті є 
еквівалентною амплітудою. Цей критерій наведено 
в такий трактовці [8]: 

                         

max1F aeq a a F

a

DP k k


  



 
    

 
.                                         (5) 

 

Тут діюче дотичне напруження дано в амплітуді 
τa, що підкреслює основний процес навантаження 
є циклічний. Нормальне напруження σmax виступає 

як параметр додаткового процесу навантаження. 
Його максимальне значення свідчить, що обтя-
ження може мати, як статичний, так і циклічний 

характер. Це зберігає за критерієм Findley той са-
мий недолік, властивий моделям (3) і (4). Власти-
вості матеріалу враховуються через коефіцієнт [9]: 
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Для випадку поєднання крутіння і згину за межу 
втоми в нормальних напруженнях σR за рекомен-

даціями [9] слід брати межу втоми для умов згину. 
За формулою (6) відношення τR/σR˃0.5. Для умов 
згину межа втоми, як мінімум, на 33% є більшою 

від межі втоми на розтягування [10]. За даними 
авторів ця різниця доходить до 50-75%. Тобто, 
фактично, відношення τR/σR˂0.5, що унеможлив-

лює застосування критерію (5) в схожій ситуації.  
Для високих рівнів нормальних і дотичних на-

пружень на підставі критерія Findley був розроб-

лений більш гнучкий критерій Erickson [11]. Він 
враховує асиметрію циклу і добре працює при си-
нфазному і непропорційному навантаженні. Але 

для його використання потрібно знати 6 констант 
матеріалу, що є доволі незручним. В модифікова-
ному критерії Suman кількість констант зменшена 

до 2 [8]. Для віднульового або пульсуючого циклу, 
коли розмах деформації дорівнює максимальному 
значенню, взагалі, можна обійтися однією конста-

нтою кЕ. Тоді критерій Suman (який, повторимо, є 
модифікацією критерія Erickson) набуває форму, 
аналогічну до критерія Findley: 
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Вторинний мультиплікативний член цього рів-
няння у вигляді максимального добутку діючих но-
рмального і дотичного напружень пояснює їхній 

вплив на критичну площину (critical plane).  
Концепція критичної площини, в якій зароджу-

ються втомна тріщина, є однією з найавторитетні-

ших при вирішенні проблеми багатовісної втоми. 
Вона була втілена в критерії Fatemi-Socie [12]. Тут 
пошкоджуючий параметр відповідає амплітудній 

зсувній деформації γа: 
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.                      (8) 

Критерій ґрунтується з позицій механіки руйну-
вання при розгляді появи тріщини на мікрорівні. 
Хоча тріщина може зростати під дією трьох відо-

мих механізмів, її зародження відбувається тільки 
за рахунок зсуву, уздовж смуг ковзання (slip bands, 
рис.2) [13].  При нормальному відриві (І mode) во-

ни розташовані поперек напрямку зростання трі-
щини, а при поздовжньому і поперечному зсуві (ІІ, 
ІІІ mode) – уздовж розвитку тріщини. Критична 

площина знаходиться на майданчику з максима-
льними зсувними деформаціями γа, які обтяжені 
нормальними деформаціями (рис.2, в).   

 

 
Рисунок 2 - Схема зсувного зародження тріщини на мікрорівні (а), та схема критерія багатовісної 

втоми на макрорівні (концепція критичної площини, в) 
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Коефіцієнт обтяження кγ в цьому випадку від-

носиться до деформації зсуву. Вторинний мульти-
плікативний член цього рівняння являє відношен-
ня амплітуди нормального напруження, яке діє пе-

рпендикулярно критичній площини, до межі плин-
ності σY. В критерії Brown – Miller в цій якості за-
мість нормального напруження використовується 

деформація [14]. Слід зауважити, що велика група 
пошкоджуючих параметрів DP визначається за 
енергетичними критеріями, які здатні ефективно 

визначати довговічність при багатовісній втомі 
[15].   

Маючи пошкоджуючий параметр DP, 

з‘являється можливість побудувати  DP-N – curve 
замість  S-N – curve і вести за їх допомогою про-
гнозування ресурсу. Така процедура не завжди 

ефективна, оскільки тіснота зв‘язку для DP-N – 
curve може бути меншою, аніж для S-N – curve 
[16].     

   

Непропорційне навантаження. 
Непропорційне навантаження частіше за все 

спостерігається в корпусних елементах конструк-

цій, де мається декілька каналів навантаження або 
потоків потужності. В цьому випадку важко спрог-
нозувати навіть місце появи тріщин. Циклічний ха-

рактер навантаження елементів конструкцій обу-
мовлений періодичністю технологічних операцій і 
зміною взаємного положення ланок механізмів. 

Доволі часто в об‘ємі матеріалу утворюється СНС, 
окремі компоненти якого змінюються циклічно. 
Якщо компоненти циклюють з однаковою часто-

тою без зсуву фаз, то маємо пропорційне наван-
таження (Р, рис. 3, а). Такий випадок є пошире-
ним, якщо існує одне джерело навантаження. В 

інших випадках компоненти змінюються в часі за 
власними законами, що призводить до непропор-
ційного навантаження (NP, рис. 3, в, с). 

 

 
Рисунок 3 - Зміна параметрів деформування (σ,τ,ε,γ) в часі (t) для основного (В), додаткового (А) 

процесів, відповідно, з частотами fB, fA при пропорційному (а) і непропорційному навантаженні (в, с) із 
зсувом фаз Δ  

 

Один з прикладів непропорційного комбінова-
ного навантаження відноситься до валів зубчастих 
передач приводів технологічних машин. В цьому 
випадку технологічне навантаження генерує пере-

давальний крутний момент, що змінюється разом 
із дотичними напруженнями відповідно частоті те-
хнологічної операції fA (рис. 3, с). Момент переда-

ється через зусилля зачеплення, яке провокує в 
валові згинальний момент. Оскільки вал оберта-
ється, в ньому виникають нормальні напруження, 

які змінюються з частотою обертання fВ (рис. 3, с). 
В класичній механіці СНС розглядається на рі-

вні мікрооб‘єму матеріалу або на рівні перетину 

деталі, які розглядаються як об‘єкт. Еквіваленту-
вання здійснюється саме для таких об‘єктів. Хоча 
розмір перетину іноді може бути завеликим для 

визначення локального фізичного показника пош-
кодження. В методології ризику-безпеки сенс вра-
хування комбінованого навантаження і об‘єктність 

дещо змінюється, оскільки потрібно оцінювати ці-
лісність усього елемента, на який діють декілька 
процесів пошкодження і є декілька потенційно не-

безпечних місць. Тому спостерігається відхід від 
природніх фізичних критеріїв на користь розраху-
нкових комплексних . Незважаючи на те, що такі 

показники виглядають штучними, вони є більш 

ефективними для технічного обслуговування ме-
ханічних систем.  

Для характеризації непропорційного наванта-
ження використовується діаграма Треска, коли в 

координатах «нормальне напруження ζ (або де-
формація ε) – дотичне напруження η (або зсув γ)» 
позначена траєкторія деформування. Кожна трає-

кторія має свій коефіцієнт непропорційності fNP, 
який змінюється від 0 до 1. Для його визначення 
використовується модель моментів інерції [26]. 

Траєкторія утворює фігуру з певним моментом 
інерції. Найбільший момент інерції утворює круго-
ва траєкторія, для якої fNP=1. Пропорційне наван-

таження позначається прямою лінією. Для цього 
випадку  fNP=0. Для решти випадків величина fNP 
визначається через корінь відношення моментів 

інерції певних  траєкторій до кругової траєкторії 
[26]. В просторовій трактовці комплексного наван-
таження коефіцієнт непропорційності збільшуєть-

ся, і навіть для певних випадків може перевищува-
ти одиницю [27]. 

Вплив чинника непропорційності на довговіч-

ність є доволі суперечливим. Очевидно, за порів-
няльну базу слід приймати довговічність при про-
порційному навантаженні, яка визначається за (5) 

по коефіцієнту обтяження kσ(τ) в силовій або дефо-
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рмаційній - k ε(γ) трактовці. Для низьколегованих 
сталей під дією циклічних згину з крутінням було 

виявлено збільшення довговічності (навіть в 10 
разів) при NP- навантаженні у порівнянні з P – 
процесом. Спостерігається це явище, як при одна-

кових нормальних, так і однакових дотичних на-
пруженнях [18]. Тобто, в цьому випадку не має 
значення, який процес приймати за базовий. Ра-

зом із тим, для нержавіючої сталі при всіх траєкто-
ріях деформування помічено аналогічне знижен-
ня довговічності при NP- навантаженні в усьому 

діапазоні деформацій [1]. На перший погляд, таке 
явище може бути пов‘язане із збільшенням відно-
сного часу перебування матеріалу у напруженому 

стані. Тобто, коли при Р-навантаженні має виник-
нути мінімум, завдяки NP-навантаженню знов 
з‘являється максимум. Однак, такі міркування не 

відповідають моделі багатовісної втоми на підставі 
об‘єднання індексів безпеки. Згідно цієї концепції 
призначається базовий процес, за частотою якого 

визначається термін експлуатації. При такому під-
ході Р-навантаження буде більш агресивним, оскі-
льки до 1 циклу базового процесу додається ще 1 

цикл додаткового процесу. При NP-навантаженні 
до 1 циклу базового процесу додається неповний 
цикл додаткового процесу і інтенсивність накопи-

чення пошкоджень мала би знизитися. В моделі 
це втілюється шляхом зменшення рівня значимос-
ті U для NP- навантаження.  

На самій справі різниця між обома типами ком-
бінованого навантаження відчутна на мікрорівні 
структури металів. При Р- навантаженні лінії ков-

зання є чіткими і односпрямованими, а при пере-
ході до NP- навантаження вони стають розмитими 
і різноспрямованими [25]. На макрорівні такий пе-

рехід призводить до зміни механічних властивос-
тей. З одного боку, на діаграмах деформування 
може спостерігатися циклічне зміцнення, з іншого 

боку, може збільшуватися пластичність. Обидва 
процеси протилежно впливають на довговічність, 
особливо, при малоцикловій втомі. 

Кількісну оцінку впливу чинника непропорцій-
ності можна здійснити за моделлю Itoh – Sakane  
[22]. Ключовий параметр цієї моделі відіграє роль 

коефіцієнта обтяження і визначається як: 
 

         
1IS NPk f   .                               (9) 

 

Тут коефіцієнт η показує чутливість матеріалу 
до NP- навантаження. Він залежіть від розміру ві-
дносної зоні зміцнення, яка визначається за пото-

чними значеннями меж міцності σВ і σY: 
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Для металів з гранецентрованою кристалічною 

решіткою S=1, для об‘ємноцентрованих металів 

S=2.  

Параметр Itoh – Sakane  рекомендовано засто-
совувати разом із коефіцієнтом обтяження в де-

формаційній трактовці кε(γ). Тоді, враховуючи на-
хил кривих втоми для деформаційних критеріїв  
mε(γ), формула (5) трансформується для умов NP- 

навантаження: 
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  .                    (11) 

 
Параметр Itoh – Sakane  є більшим від одиниці, 

тому наведена модель придатна для тих випадків, 

коли  NP-навантаження негативно впливає на дов-
говічність.  

 

За підсумком цього стислого аналізу  можна 
зробити наступні зауваження, які потрібні для ро-
зуміння подальших розробок. 

1. Методи еквівалентування СНС не дають чіт-
кої відповіді, для яких процесів навантаження – 
статичних або циклічних, пропорційних або непро-

порційних – вони придатні. Особливо ця проблема 
гостро відчувається користувачами міцнісних мо-
делей – конструкторами і ремонтниками. 

2. Моделі багатовісної втоми не працюють при 

τR/σR˂0.5.  
3. Залишається проблематичною експеримен-

тальна перевірка моделей багатовісної втоми, 

оскільки потребує створення спеціального випро-
бувального обладнання [18, 17]. Тому є актуаль-
ними способи і методики, які дають змогу спрости-

ти імітацію СНС.  
4. Методи еквівалентування за нормальними 

напруженнями, які ґрунтуються на класичних тео-

ріях міцності, є малоефективними для прогнозу-
вання довговічності при багатовісній втомі. Це 
обумовлено тим, що процеси зародження тріщин 

не контролюються нормальними напруженнями, а 
пов‘язані із зсувом. Тому критерії дотичних напру-
жень і деформацій є більш ефективними, оскільки 

пов‘язані  з природою втоми. В цьому аспекті, по-
ширене серед користувачів програм скінчених 
елементів еквівалентування за Мізесом безкорис-

не при прогнозуванні ресурсу, як на стадії заро-
дження, так і на стадії зростання тріщини. Аналогі-
чний, але менш категоричний висновок відносно 

застосування критерія Мізеса зроблено в дослі-
дженнях, які аналізують витривалість при багато-
вісній втомі [24]. Тут ретельно розглянуті причини 

неспроможності традиційної моделі і не рекомен-
дують її використання у випадках: 

а) домінування дотичних напружень (а це і є 

стадія зародження тріщини) , 
б) коли τR/σR˂0.577,  
в) якщо матеріал чутливий до непропорційного 

навантаження. 
Навіть за умов двовісного розтягання критерій 

Мізеса прогнозує зайве оптимістичний результат.  

Модель витривалості  при багатовісній 
втомі на підставі об’єднання індексів безпеки. 
Принцип об‘єднання ресурсних індексів безпеки 
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(RSI), за допомогою якого вирішується проблема 
багатовісної втоми, передбачає представлення 

навантаження як комбінацію окремих процесів. 
Схожий підхід сповідується в так званому способі 
«проєкція за проєкцією» ("Projection-by-Projection") 

[23]. В залежності від типу цього процесу (стаціо-
нарний, нестаціонарний, випадковий) визначаєть-
ся довговічність або її функція розподілу.  

 Небезпечні місця BS потерпають від циклічних 
нормальних і дотичних напружень. На стадії зрос-
тання дефекту такі умови провокують руйнування 

змішаного типу, коли водночас спостерігаються І, 
ІІ і ІІІ моди. Для змішаного руйнування авторами 
було розроблено, так званий, метод «чистих мод» 

(pure modes), який було застосовано для оцінки 
живучості (survivability) листопрокатних валків, а 
також станин клітей трубопрокатного агрегату  [3]. 

Метод полягає в тому, що спочатку визначають 
криві живучості для окремих чистих мод, після чо-
го за певним алгоритмом об‘єднання визначається 

число циклів зростання до критичного розміру 
тріщини. Таку ідею запропоновано здійснити в ал-
горитмі визначення числа циклів навантаження до 

появи тріщини.  
Згідно правила об'єднання ресурсних індексів 

безпеки довговічність при нестаціонарному про-

цесі NΣ визначається через довговічності при ста-
ціонарних процесах Ni як [5]: 
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.                (12) 

 
   Для циклічних процесів критичність Ui визна-

чається через відносну тривалість дії процесу ci, 

який відповідає рівню навантаженності блоку. Та-
кож значимість залежіть від внутрішньо блокового 
накопиченого пошкодження а0 [4,5]. Його величи-

на, як правило, знаходиться в діапазоні 
а0=0,2…2,0 і визначає небезпеку процесу. Чим 
менша величина а0, тим інтенсивніше протікає де-

градаційний процес, тим він небезпечніше. Отже:  
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Величина а0 залежіть від форми блоку і є одна-
ковою для рівнів, тому можна записати: 
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Стосовно сумісної дії двох процесів наванта-

ження, які призводять до виникнення нормальних і 
дотичних напружень, формула (14) трансформу-
ється як (рис.2, b): 
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.                            (15) 

 

В даному випадку розрахункова довговічність 
NΣm відповідає комбінованому (змішаному) наван-
таженню, а довговічності NB i NA відповідають чис-

тому навантаженню при базовому (В) і додатково-
му (А) процесі навантаження. За базовий процес 
можна прийняти циклювання нормального напру-

ження, а за додатковий – циклювання дотичного 
напруження. Тоді NB= Nσ, NА= Nτ. Принципова різ-
ниця між традиційними методами еквівалентуван-

ня (рис. 1,а) і запропонованою моделлю видна на 
рис. 1,b та з (15). Тут об‘єднуються не показники 
напружено-деформованого стану, а безпосеред-

ньо відповідні їм довговічності. 
Відносна тривалість дії процесів сі визначаєть-

ся їхньою частотою f:  

сВ/сА =fB/fA. Для базового процесу приймають 
сВ=1 і вже розрахунок ресурсу ведеться для його 

частоти. Слід зауважити, що на відміну від неста-
ціонарного навантаження, при комбінованому на-
вантаженні сума величин сі не обов‘язково дорів-

нює одиниці. Тобто,  Σсі ≠1. Для синфазного про-
порційного процесу fB=fA і сВ= сА=1. Зважаючи на 
врахування частот процесів, в запропонованій мо-

делі непропорційне навантаження розглядається 
як навантаження із зсувом фаз. 

Змінність величини a пов‘язана, в першу чергу, 

з особливостями поведінки функції (14), (15). Ве-
личина a залежить від співвідношення NB/NА. При 
NB/NА→0, тобто NА˃˃NВ маємо NΣ → NВ і a→1. В 

протилежному випадку, коли NА/NВ→0 (NВ˃˃NА) , 
NΣ→ NА, також маємо a→1. Між цими крайніми по-
ложеннями, коли довговічності NА і NВ одного по-

рядку, величина а убуває до мінімуму, після чого 
зростає (рис. 4).  
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Рисунок 4 - Зміна накопиченого пошкодження a в залежності від кратності прольоту γL, що отри-

мана експериментально для зразків зі сталей 09Г2 і 40Х, а також узагальнена модель (total) [28] 

 
Можна представити функцію а(NB/NА) як шмат-

ково-лінійну.  Відношення довговічностей NB/NА 

залежіть від відношення напружень базового і до-
даткового процесів. В проведених експериментах 
таке відношення напружень регулювалося через 

коефіцієнт плеча γL. Для зразків прямокутного пе-
ретину він складає γL=σ/3τ. Тому функцію а(NB/NА) 
можна представити як функцію а(γL): 

 

              
1 B La     ,                             (16) 

 
де αВ – інтенсивність зміни граничного накопи-

ченого пошкодження від базового процесу.  
Параметри узагальненої (total, рис.4) шматко-

во-лінійної функції а(γL) моделі (13): аВ= -0.75 (при 

γL=1-2), аВ=0.3 (при γL=2.5-5). На решті ділянок (зо-
крема, в середині) накопичене пошкодження, 
практично, не змінюється. 

Слід зауважити, що ванноподібна форма гра-
фіку функції а(γL) випливає з концепції еквівален-
тування через функцію обтяження. В результаті 

цього довговічність при змішаному руйнуванні чи 
комбінованому навантаженні є меншою від довго-
вічності при «чистих» типах деформування. В той 

же час відомі моделі багатовісної втоми, при яких 
комбіноване навантаження не несе обтяжуючого 
ефекту. Наприклад, при дослідженні опору втомі 

за наявності дефектів при допомозі статистичного 
моделювання мікроструктури металу був знайде-
ний показник еквівалентності DPM. Він пов‘язаний 

з параметрами закону розподілення ймовірності 
руйнування зерен (гранул) навколо дефекту і має 
розмірність напруження [25]. Природно, що чим 

більшими є розміри дефекту і діюче напруження, 
тим більшими є середній рівень ймовірності руй-
нування і об‘єм металу зі зруйнованими зернами. 

Однак, ці показники зростають і при переході від 
деформування розтягуванням до деформування 
крутінням. Проміжні значення показника DPM від-

повідають змішаному руйнуванню. Тому діаграма 
Кітагави, яка слугує для характеризації опору вто-

мі, для змішаного руйнування знаходиться між діа-
грамами для «чистих» типів деформування [25].  А 

це значить, що коефіцієнт обтяження стає мен-
шим от одиниці. Тоді функція а(γL) змінює свою 
форму від ванноподібної до монотонно зростаю-

чої.  
Для несинфазного навантаження функцію а(γL) 

необхідно коригувати за допомогою параметру It-

oh-Sakane k IS, який пов‘язаний з коефіцієнтом не-
пропорційності [20, 21]. Він відіграє роль коефіціє-
нту обтяження і аналогічно  (2) маємо: 

 
                                   

 1m

IS B La k    .                           (17) 

 
Якщо додатковий процес навантаження є ста-

тичним, то маємо ситуацію NА˃˃NВ, NΣ → NВ. Але в 

цьому випадку величина а залежіть від відносного 
до межі плинності напруження додаткового проце-

су   або  . Тоді формули (15), (16) перетво-

ряться як: 

 

при NА= Nτ         1 Аа     ,                (18) 

при NА= Nσ         1 Аа     ,                (19) 

 

де αА – інтенсивність зміни граничного накопи-
ченого пошкодження від додаткового процесу.  

 

За даними роботи [19]  αА=0.5…0.8. Однак в ці-
лому, вплив статичної добавки є дещо складнішим 
і залежить від типу деформації. Вплив статичного 

розтягування на циклічну довговічність є значно 
сильнішим, аніж статичного крутіння. Статичне 
стискання навіть збільшує втомну міцність. З пре-

зентації [13]  виявляється, що αА=0.25…0.3 для 
додаткового процесу у вигляді розтягування, і αА= 
-(0.3…0.4), якщо додатковий процес у вигляді ста-

тичного стискання. При NА= Nτ маємо αА=0…0.25. 
Це підтверджує відомий висновок про незначи-
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мість напружень крутіння при затягування болтів 
на їхню довговічність.   

Методика отримання параметрів моделі ба-
гатовісної втоми. Мотив, який спонукав до роз-
робки моделі багатовісної втоми на підставі пра-

вила об‘єднання RSI, пов‘язаний з методом «чис-

тих мод», який був застосований для прогнозу-
вання живучості при змішаному руйнуванні. В ре-

зультаті досліджень [28] було з‘ясовано, що для 
визначення параметрів рівнянь втоми при чистих 
типах деформування бажано отримати модель 

коефіцієнтів обтяження у вигляді (рис. 5): 
 

            2

1 111
R R R

L L

R R R

k




  
   

  
         або                                    (20) 

 

              

2

( )

1( ) 11( )1
R R

R R

 

   

   
 

   



 

  
       

.                                       (21) 

 

 
Рисунок 5 - Узагальнена модель (20), для визначення співвідношення меж втоми  (τR/σR)γ  при СНС 
 
Якщо відома їхня форма, то довговічність при 

комплексному навантаженні можливо визначати 
безпосередньо за параметрами цього режиму. 
Тобто, в такій ситуації метод «чистих мод» є зай-

вим. 
 Але він є необхідним, якщо відома тільки крива 

втоми для, так би мовити, «чистого»  поперечного 

згину (τ→0, γL=4-6). Тоді потрібно скористатися 
отриманим співвідношенням ηR/ζR=0.385 для ви-
значення кривої втоми при «чистому» зсуві. Далі 

для параметрів режиму комбінованого деформу-
вання за (15) визначається довговічність. При 
цьому необхідно застосувати одну з моделей на-

копиченого пошкодження, наприклад [28]: 
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Але якщо вже є початок користування моделлю 

(20) у вигляді її частини, коли визначено 
ηR/ζR=0.385, то варто продовжити це робити за ра-
хунок коефіцієнта обтяження кτ. В такому випадку 

відпадає потреба в моделях накопиченого пошко-
дження. 

Для надійного прогнозування ресурсу констру-

кцій, виготовлених з матеріалів, властивості яких 
суттєво різняться від досліджених, треба провести 
комплекс випробувань, аналогічний наведеному. 

Для цього можна скористуватися методом втом-

них  випробувань на  три точковий згин за умов 

варіювання кратності прольоту або коефіцієнта 
плеча. Метод полягає в проведенні втомних ви-
пробувань при коефіцієнті плеча γL0=4-6 і отри-

манні параметрів кривої втоми для нормальних 
напружень (рис. 6): 
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Після цього потрібно випробувати зразки ще 

при 2-3 значеннях коефіцієнта плеча γL1=2-2.5, 
γL2=1-1.5 і отримати параметри рівняння кривої 
втоми для дотичних напружень: 
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Далі можна віднайти параметри функцій обтя-

ження (20) - (22) (рис. 6). 

 
Внаслідок незмінності параметру нахилу кривої 

втоми суттєво зменшується кількість випробувань. 

На кожному випробувальному параметрі γLі можна 
обмежитися одним рівнем навантаження. Перева-
гою методу є можливість отримання характерис-

тик опору втомі при чистому зсуві, не доводячи 
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зразок до такого напруженого стану. Це здійсню-
ється завдяки екстраполяції функції обтяження до 

величини γL=0 (стрілки, рис. 6). В результаті на 
звичайних випробувальних машинах, при достат-

ньо простих методиці випробувань і конструкції 
зразків можна отримати всі необхідні дані для 

врахування сумісної дії нормальних і дотичних на-
пружень. 

 

 
 
Рисунок 6 - Схема алгоритму знаходження функцій обтяження кτ, кτС за результатами випробу-

вань на триточковий згин при варіюванні кратності зразка 

 
Хоча  теоретично матеріал в серединному пе-

ретині зразка при триточковому навантаженні пе-

ребуває в стані чистого згину і не відповідає  умо-
вам СНС, але з обох боків цього перетину діють 
максимальні зсувні напруження. Вони впливають 

на зародження і розвиток тріщин. Тріщина саме 
виникає на деякій відстані від серединної площини 
або кореня надрізу, де очікується руйнування [22].  

Висновки. Підтверджена здатність правила 
об‘єднання ресурсних індексів безпеки прогнозу-
вати довговічність при багатовісній втомі. При 

цьому комбіноване навантаження розглядається 
як композиція окремих простих процесів циклічно-
го деформування зі своїми параметрами. Це дає 

змогу використовувати характеристики опору вто-
мі для простих (чистих) типів деформування, не 
вдаючись до унікальної та складної випробуваль-

ної техніки. Застосування методу індексу безпеки 

дає можливість оцінювати ресурс для будь-якого 
рівня надійності. Запропонована модель дає змогу 

враховувати форму циклу і тип процесу.  
Знайдено пояснення поведінки матеріалів при 

поперечному згині в умовах зміни коефіцієнта 

плеча. При цьому опір багатовісній втомі контро-
люється критеріями на підставі дотичних напру-
жень. Підтверджена можливість отримання пара-

метрів моделі багатовісної втоми при випробуван-
нях на  триточковий згин за умов варіювання крат-
ності зразка. Розроблено методику випробувань 

для визначення первісних даних для моделі бага-
товісної втоми, яка придатна для звичайних ви-
пробувальних машин і зразків простої форми. 

Остання перевага важлива саме  для базових 
конструкцій, з фрагментів яких важко виготовити 
зразок складної форми.    
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