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ЕНТРОПІЙНО-ЙМОВІРНОСНА МОДЕЛЬ  
НАКОПИЧЕННЯ ВТОМНИХ ПОШКОДЖЕНЬ 

 
Як відомо існує більше десятка моделей (гіпотез) накопичення втомних по-

шкоджень. За допомогою яких можна прогнозувати, чи зробити оцінки втомного 
ресурсу деталей машин, які експлуатуються в умовах перемінних режимів наван-
таження. При виконанні розрахунків як правило використовуються середні харак-
теристики втоми деталей, і відповідно визначаються середні ресурси розраховує-
мих елементів машин, а побудова функцій розподілу їх ресурсу потребує окремих 
додаткових зусиль, та застосування певних методичних заходів. 

Розроблена ентропійно-ймовірносна модель накопичення втомних пошко-
джень, яка базована на принципах лінійної гіпотези Палмгрена-Майнера, яка міс-
тить в собі новітній закон розподілу довговічності, за допомогою якого можна 
визначити середню (математично очікуєму) довговічність деталей машин, а та-
кож побудувати функцію розподілу ресурсу деталей машин, з визначенням її па-
раметрів. 

Новітня модель накопичення втомних пошкоджень відрізняється від відо-
мих, які дають найбільш адекватні оцінки середньої довговічності Кортена-
Долана, Серенсена-Кагаева, Пальмгрена-Майнера і моделі лінійної механіки руй-
нування, тим що можна розрахувати достатньо точну середню довговічність де-
талей машин, а також визначити її функцію розподілу. 
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Вступ 
Розрахунки, що стосуються прогнозування, 

чи оцінки втомного ресурсу деталей машин, 
експлуатуємих в умовах перемінних режимів 
навантаження, неодмінно базуються на викори-
станні моделей (гіпотез) накопичення втомних 
пошкоджень. При виконанні згаданих розраху-
нків, як правило, використовуються середні 
(математично очікуємі) характеристики втоми 
деталей і, відповідно, визначаються середні 
(математично очікуємі) ресурси розраховуємих 
елементів машин, а побудова функцій розподілу 
їх ресурсу потребує окремих додаткових зусиль, 
та застосування певних методичних заходів [1, 
4-6]. 

Тому створення методологічних основ 
безпосередньої оцінки ресурсу деталей машин 
у ймовірнісному аспекті – актуальною зада-
чею. 

Методика 
Існує більше десятка загально відомих та 

визнаних моделей (гіпотез) накопичення втом-
них пошкоджень [1, 4-6]. Свого часу [1, 6-8] 
нами було здійснено порівняльний аналіз їх 
точності та достовірності на основі опрацюван-
ня експериментальних досліджень довговічності 
втомних зразків в умовах 205 варіантів режимів 
навантаження. Як виявилося,  найбільш адеква-
тні оцінки середньої довговічності дають моде-
лі: 

Кортена–Долана  (К-Д) [4, 6]: 
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де 1σ  та 1N  – максимальна амплітуда напруги 
діючого спектру, та її довговічність по кривій 
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втоми; d  – параметр матеріалу (для сталей 
57,6=d ; для алюміневих сплавів  6=d ); 

Серенсена–Когаєва  ( С-К)  [1, 6, 7]:   
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де ra  – визначається за емпіричною залежністю 
[6]; iN  – довговічність по кривій втоми при дії 
амплітуди iσ : 
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де it – відносне число циклів дії напруг у про-
грамному блоці; maxσ  – максимальна амплітуда 
у програмному блоці; 5,0=k  – нижня границя 
амплітуд, які беруться до заліку; модель, базо-
вана на уявленнях лінійної механіки руйнування 
(ЛМР) [1, 6]:   
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де maxσ  – максимальна амплітуда напруги дію-
чого спектру. 

В той же час, історично перша, широко ві-
дома і поширена лінійна гіпотеза накопичення 
втомних пошкоджень Палмгрена–Майнера (П-
М) [1, 4, 6], суттєво завищує прогнозуємі довго-
вічності: 
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Усі наведені моделі накопичення втомних 
пошкоджень оперуючи поняттям «відносні дов-
говічності», так і не визначають чим же є згада-
ні пошкодження. Таким чином, розробка моделі 
для безпосередньої оцінки ресурсу деталей ма-
шин у ймовірнісному аспекті, та визначеним 
поняттям «пошкодження» – є актуальною. 

 
Результати  
Розробка моделі накопичення втомних по-

шкоджень для безпосередньої оцінки ресурсу 
деталей машин у ймовірнісному аспекті. 

Згідно теорії інформації [1-3], ентропія є 
мірою невизначеності стану фізичної системи. 
Ентропією системи називають суму добутків 
ймовірностей різних станів системи на логари-

фми цих ймовірностей, узятих із зворотнім зна-
ком [2, 3]: 

( )[ ]∑ ×−= iix ppH ln ,                 (6) 

де ip  – ймовiрнiсть певного стану системи. 
У формулі (6) можна використовувати ло-

гарифм будь якої основи (у наших подальших 
міркуваннях - е ). Згідно теорії iнформацiї [2, 3], 
кiлькiсть iнформацiї набутої при повному вияв-
ленні стану деякої системи, дорівнює 
ентропії цієї системи: 

xx HI = .                               (7)  
При основі логарифма що дорівнює двом, 

розмiрнiстю ( )xI  є Байт.  
У нашому випадку, як систему можна розг-

лядати певний об‘єм чисельних значень випад-
кової величини. Тоді вираз (6): 
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У ході циклічного навантаження певного 
елемента (деталі) машини на кожній ступені 
програмного блоку відбувається накопичення 
втомних пошкоджень. Приймаючи за пошко-
дження зміну ентропії, процес накопичення 
втомних пошкоджень можна описати залежніс-
тю: 
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де it  – відносне число циклів дії напруг у про-
грамному блоці; N – сукупна довговічність. 

Вираз (10) нескладно представити у вигля-
ді: 

( ) ( )βα−= NNNu ln ,                 (11) 
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Графічно ( )Nu , наприклад для двохступін-
частого режиму навантаження ( 11 2 −σ=σ ; 

12 1,1 −σ=σ ; 6
1 100027,0 ×=N ; 6

2 10615,0 ×=N ; 
1,01 =t ; 9,02 =t  [6]), має вигляд представлений 

на рисунку 1. 

 
Рис. 1. Графік функції  ( )Nu  

 
Графік функції ( )Nu , як нескладно поміти-

ти, нагадує «купол» функції щільності ймовір-
ності якогось закону розподілу випадкової ве-
личини, у даному випадку довговічності N . 
Беручи інтеграл від ( )Nu , перетворимо останню 
у функцію щільності ймовірності новітнього 
закону розподілу довговічності: 

( ) ( )ββ αα
β

−= NNNf ln4
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.               (14) 

Тоді функція розподілу новітнього закону 
розподілу довговічності матиме вигляд: 
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Область існування довговічності за новіт-
нім законом розподілу: 

0 < N  < maxN ; 
Середня (математично очікуєма) довговіч-

ність: 
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Модальна довговічність: 
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Максимальна довговічність: 
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Середнє квадратичне відхилення довговіч-
ності: 
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Коефіцієнт варіації: 

8
17
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Інформаційний параметр: 

889,3=Υx .                    (21) 

У таблиці 1 надані результати обчислення 
довговічності втомних зразків в умовах вище 
наведеного режиму навантаження по всіх згада-
них моделях накопичення втомних пошко-
джень. 

 
Таблиця 1. Результати обчислення втомних зразків 

Модель Експеримент К-Д С-К ЛМР П-М Запропонована 

Довговічність, 
( 510−×N ) циклів 

1,4 0,916 0,764 1,108 1,882 

475.3max =N  
545.1=xmN  
279,1=oMN  

 
Висновки 
Запропонована ентропійно–ймовірносна 

модель накопичення втомних пошкоджень, ба-
зована на принципах лінійної гіпотези Палмгре-
на–Майнера, містить в собі новітній закон роз-

поділу довговічності, чим створює можливість 
як визначення середньої (математично очікує-
мої) довговічності, так і безпосередньої побудо-
ви функції розподілу ресурсу деталей машин, з 
визначенням її параметрів. 
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ЕНТРОПІЙНО-ЙМОВІРНОСНА МОДЕЛЬ НАКОПИЧЕННЯ  
ВТОМНИХ ПОШКОДЖЕНЬ 

 

Мета - Розробка моделі накопичення втомних пошкоджень для безпосередньої оцінки ресурсу 
деталей машин у ймовірносному аспекті. 

Методика. Існує більше десятка загально відомих та визнаних моделей (гіпотез) накопичення 
втомних пошкоджень. Свого часу нами було здійснено порівняльний аналіз їх точності та достовір-
ності на основі опрацювання експериментальних досліджень довговічності втомних зразків в умовах 
205 варіантів режимів навантаження. Як виявилося,  найбільш адекватні оцінки середньої довговіч-
ності дають моделі: Кортена-Долана, Серенсена-Когаєва, і модель базована на уявленнях лінійної 
механіки руйнування. Усі наведені моделі накопичення втомних пошкоджень оперуючи поняттям 
«відносні довговічності», так і не визначають чим же є згадані пошкодження. Таким чином, розробка 
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моделі для оцінки ресурсу деталей машин у ймовірносному аспекті, та визначеним поняттям «пош-
кодження» – є актуальною. 

Результати. Згідно теорії iнформацiї ентропія є мірою невизначеності стану фізичної системи. 
Ентропією системи називають суму добутків ймовірностей різних станів системи на логарифми цих 
ймовірностей, узятих із зворотнім знаком. Згідно теорії інформації кiлькiсть iнформацiї набутої при 
повному виявленні стану деякої системи, дорівнює ентропії цієї системи. При основі логарифма що 
дорівнює двом, розмiрнiстю   є Байт. У нашому випадку, як систему можна розглядати певний об‘єм 
чисельних значень випадкової величини. У ході циклічного навантаження певного елемента (деталі) 
машини на кожній ступені програмного блоку відбувається накопичення втомних пошкоджень, за яке 
прийняте зміну ентропії. Залежність останньої від кількості циклів у графічному вигляді має куполо-
подібну форму, яка нагадує функцію щільності ймовірності новітнього закону розподілу. На базі пе-
вних аналітичних перетворень залежність зміни ентропії від кількості циклів представлена у вигляді 
функції щільності ймовірності новітнього закону розподілу випадкової величини (у нашому випадку 
кількості циклів навантаження), та визначені його основні характеристики.   

Наукова новизна. Запропонована ентропійно–ймовірносна модель накопичення втомних пош-
коджень, базована на принципах лінійної гіпотези Палмгрена–Майнера, містить в собі новітній закон 
розподілу довговічності, чим створює можливість як визначення середньої (математично очікуємої) 
довговічності, так і безпосередньої побудови функції розподілу ресурсу деталей машин, з визначен-
ням її параметрів. 

Практична цінність. Розроблена модель накопичення втомних пошкоджень застосовується для 
розрахунків, що стосуються прогнозування, чи оцінки втомного ресурсу деталей машин, експлуатує-
мих в умовах перемінних режимів навантаження. При виконанні згаданих розрахунків, як правило, 
використовуються середні (математично очікуємі) характеристики втоми деталей і, відповідно, ви-
значаються достатньо точні середні (математично очікуємі) ресурси розраховуємих елементів машин. 

Ключові слова: ресурс, модель, спектр, розподіл 
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ENTROPY-PROBABILISTIC MODEL OF ACCUMULATION  
OF FATIGUE DAMAGES 

 

Purpose. development of a model for the accumulation of fatigue damage for direct assessment of the 
service life of machine parts in the probabilistic aspect. 

Methods. There are more than a dozen well-known models (hypotheses) of the accumulation of fatigue 
damage. At one time, we performed a comparative analysis of their accuracy and reliability based on the 
processing of experimental studies of the durability of fatigue samples under conditions of 205 variants of 
load regimes. As it turned out, the most adequate estimates of average durability are given by the models: 
Korten-Dolan, Sorensen-Kogaev, and the model is based on the ideas of linear fracture mechanics. All the 
above models of the accumulation of fatigue damage, operating on the concept of "relative durability", do 
not determine what these injuries are. Thus, the development of a model for estimating the life of machine 
parts in the probabilistic aspect, and a certain concept of "damage" - is relevant. 

Results. According to information theory, entropy is a measure of the uncertainty of the state of a phys-
ical system. The entropy of a system is the sum of the products of the probabilities of various states of the 
system by the logarithms of these probabilities, taken with the opposite sign. According to information 
theory, the amount of information acquired when the state of a certain system is fully identified is equal to 
the entropy of this system. When the base of the logarithm is two, the dimension is Byte. In our case, a cer-
tain volume of numerical values of a random variable can be considered as a system. During the cyclic load-
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ing of a certain element (part) of the machine, at each degree of the program block, fatigue damages accumu-
late, for which the change in entropy is taken. The dependence of the latter on the number of cycles in a 
graphical form has a domed shape, which resembles the probability density function of the new distribution 
law. On the basis of certain analytical transformations, the dependence of the entropy change on the number 
of cycles is presented as a probability density function of a new distribution law of a random variable (in our 
case, the number of load cycles), and its main characteristics are determined. 

Originality. The proposed entropy-probability model of fatigue damage accumulation, based on the 
principles of the Palmgren-Miner linear hypothesis, contains the latest law of durability distribution, which 
makes it possible to determine both the average (mathematically expected) durability and the direct construc-
tion of the machine resource distribution function, its parameters. 

Practical implications. The developed model of fatigue damage accumulation is used for calculations 
related to forecasting or estimating the fatigue life of machine parts operated under conditions of variable 
load modes. When performing these calculations, as a rule, the average (mathematically expected) characte-
ristics of the fatigue of the parts are used and, accordingly, fairly accurate average (mathematically expected) 
resources of the determined elements of the machines are determined. 

Key words: resource, model, spectrum, distribution 
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ЭНТРОПИЙНО-ВЕРОЯТНОСТНА МОДЕЛЬ НАКОПЛЕНИЯ УСТАЛО-
СТНИХ ПОВРЕЖДЕНИЙ 

 

Цель - разработка модели накопления усталостных повреждений для непосредственной оценки 
ресурса деталей машин в вероятностном аспекте. 

Методика. Существует более десятка общеизвестных моделей (гипотез) накопление усталост-
ных повреждений. В свое время нами было осуществлен сравнительный анализ их точности и досто-
верности на основе обработки экспериментальных исследований долговечности усталостных образ-
цов в условиях 205 вариантов режимов нагрузки. Как оказалось, наиболее адекватные оценки сред-
ней долговечности дают модели: Кортена-Долана, Сёренсена-Когаева, и модель основана на пред-
ставлениях линейной механики разрушения. Все приведенные модели накопления усталостных по-
вреждений оперируя понятием «относительные долговечности», так и не определяют чем же являют-
ся упомянутые повреждения. Таким образом, разработка модели для оценки ресурса деталей машин в 
вероятностном аспекте, и определенным понятием «повреждение» - актуальна. 

Результаты. Согласно теории информации энтропия является мерой неопределенности состоя-
ния физической системы. Энтропией системы называют сумму произведений вероятностей различ-
ных состояний системы на логарифмы этих вероятностей, взятых с обратным знаком. Согласно тео-
рии информации количество информации приобретенной при полном выявлении состояния некото-
рой системы, равно энтропии этой системы. При основании логарифма равной двум, размерностью 
является Байт. В нашем случае, как систему можно рассматривать определенный объем численных 
значений случайной величины. В ходе циклической нагрузки определенного элемента (детали) ма-
шины на каждой степени программного блока происходит накопление усталостных повреждений, за 
которое принято изменение энтропии. Зависимость последней от количества циклов в графическом 
виде имеет куполообразную форму, которая напоминает функцию плотности вероятности нового 
закона распределения. На базе определенных аналитических преобразований зависимость изменения 
энтропии от количества циклов представлена в виде функции плотности вероятности нового закона 
распределения случайной величины (в нашем случае количества циклов нагрузки), и определены его 
основные характеристики. 
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Научная новизна. Предложенная энтропийно-вероятностна модель накопления усталостных 
повреждений, основанная на принципах линейной гипотезы Палмгрена-Майнера, содержит в себе 
новейший закон распределения долговечности, чем создает возможность как определение среднего 
(математически ожидаемой) долговечности, так и непосредственного построения функции распреде-
ления ресурса деталей машин, с определением ее параметров. 

Практическая ценность. Разработанная модель накопления усталостных повреждений приме-
няется для расчетов, касающихся прогнозирования, или оценки усталостного ресурса деталей машин, 
эксплуатируемых в условиях переменных режимов нагружения. При выполнении указанных расче-
тов, как правило, используются средние (математически ожидаемый) характеристики усталости дета-
лей и, соответственно, определяются достаточно точные средние (математически ожидаемый) ресур-
сы  определяемых элементов машин. 

Ключевые слова: ресурс, модель, спектр, распределение 
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