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Метод расчета строптельных конструкций по предельным 
состояниям, принятый в Советском Союзе, в ряде случаев тре­
бует изучения работы сооружений за пределом пропорцио­
нальности. 

Сжато-изогнутые стержни относятся к числу наиболее рас­
нространенных элементов конструкций. Поэтому исследование 
их работы за пр-еделами упругости предстаеляет значительный 
практический интерес и привлекзет внимание многиJ< специа­
листов. 

Диссертация посвящена качественному исследованию пове­
дения сжато-изогнутых стержней за пределом пропорциональ· 
ности и разработке при.емов численного расчета таких стерж­
ней с применением ЭВМ. Кроме этого, в ди,ссертации рассмат­
риваются вопросы устойчивости континуальных консерватив·· 
ных систем; исследуется простейшая упруго-пластИческая мо· 
дель, состояние которой завмент от истории деформирования. 

Диссертация содержит 189 стр. текста и состоит из введе­
ния и пяти глав. 

Вопросы предельного состояния сжато-изогнутых стержней 
тесно связаны с теорией устойчивости равновесия деформируе­
мых систем. Однако, эйлерова Iюiщепция устойчивости здесь 
не всегда оказыва.ется достаточной: в подавляющем большин­
стве случаев критическое состояние потери устойчивости оп­
ределяется экстремальным значением параметра нагрузки. 

Впервые на это обстоятельство обратил внимание Т. Кар­
ман в 1910 году. В дальнейшем теория устойчивости сжато­
изогнутых стержней, работающих за пределом пропорционат,­
ности, интенсиено разрабатывалась в большинстве промыш­
ленно развитых стран. 

Большой вклад е развитие теории расчета сжато-изогнутых 
стержней внесли советские исследователи Г. Е. Бельский, 
Б. М. Броуде, А. В. Геммерлинг, К. С. Завриев, Н. В. Корно­
ухов, С. д. Лейтес, А. А. Пиковский, В. В. Пинаджян, А. Р .. 
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Ржаницын, Н. К. Снитко, Г. М. Чувикин, И. Я:. Штаерман 11 

многие другие. Среди зарубежных исследователей следует от­
метить Г. Вестергора и У. Осгуда, Ф. Гартмана, И. Вайнхоль­
да. К. Ежека, Р. Кеттера, Ш. Массоннэ, М. Роша, И. Фриче, 
Э. Хвалла, И. Эллиса и др. 

Известно, что напряженное состояние упруго-пластических 
систем не определяется однозначно величиной нагрузки и в 
общем случае зависит от истории деформироЕания. Это обстоя· 
тельство существенно затрудняет решение многих практичес1ш 

важных задач. Поэтому в инженерной практике часто уравне· 
ния пластической деформации заменяются уравнениями пели­
нейной теории упругости, т. е. предполагается, что деформация 
является активной и напряженное состояние тела однозначно 
определяется его деформацией. Состояние таких тел хотя 11 

описывается нелинейными уравнениями, однако не зависит от 

программы нагружения. 

В основу выполненного исследования положены обычные 
допущения технической теории сжато-изогнутых стержней: из­
гибные деформации стержня малы; соблюдается гипотеза пло· 
ских сечений; напряженное состояние является одноосным: 
эффект разгрузки не учитывается; плоская форма изгиба сох­
раняется как в равновесных, так и в критических состояниях. 

Известно, что понятия потери устойчивости первого и вто· 
рого рода непосредственно не вытекают из определения устой­
чивости равновесия, принятого в теоретической механике. По­
этому представляет интерес исследование равновесных состоя­

ний сжато-изогнутого стержня на основе теоремы Лагранжа­
Дирихле, устанавливающей связь между локальными свойст­
Rа'МИ поте•щиальной энергии и явлением потери устойчивости 
<r.B малом», трактуемым в смысле А. М. Ляпунова. 

Такое исследование выполнено в первой главе диссертации. 
Рассматривается шарнирно опертый сжато-изогнутый стер­

жень, изготовленный из материала, обладающего нелинейно 
упругими свойствами. Предполагается, что нагрузка, воздейст­
вующая на стержень, обладает потенциалом. 

Качество равновесия стержня в силу консервативности си­
стемы определяется знаком второй вариации полной потенциа­
.1ьной энергии. 

Выражение второй вариации полной потенциальной энер­
I·ии сжато-изогнутого стержня является однородным квадра­

тичным функцианалом двух функций: вариации прогиба 8у 
и вариации относительных деформаций оси центров тяжести 
а.ц· 
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Если в исследуемом состоянии точная нижняя граница .3то­
rо функциона.аа положительна, то равновесие является устой­
чивым. 

Вторая вариация полной потенциальной энергии допускает 
представление в виде суммы двух функцианалов 

o2W=H + !, (1) 

где Н зависит от обеих функций, а 1- только от вариации 
прогиб а. 

Если деформация стержня не превосходит величины, допу­
скаемой в строительных конструкциях, то точная нижняя гра­
ница функцианала Н равняется нулю. Поэтому анализ устой 
чивости такого стержня заключается в исследовании только 

функцианала 1 от вариации прогиба. 
Определение знака точной нижней границы функцианала 

сводится к решению вариационной задачи об условном мини­
муме некоторого однородного квадратичного функцианала 
О при дополнительном изопериметрическом условии и сопо­
ставлению значения первого минимума этого функцианала с 
величиной сжимающей силы N. Поставленная вариационная 
задача согласно правилу неопре.деленных множителей Лагран­
жа .эквивалентна задаче на безусловный экстремум некоторо­
rо нового функцианала Ф. 

Уравнение Эйлера-Пуассона для этого функцианала имеет 
четвертый порядок. Однако с помощью элементарной подста­
новки оно приводится к виду 

и" J da z* 2 dF+Ли=-O. (2) 
р de 

Граничные условия 

и(О)=О, u(l)=O (3) 

вытекают из естественных краевых условий вариационной за­
дачи. 

Здесь приняты следующие обозначения: и- вторая произ­
водная вариации прогиба; Л- неопределенный множитель Ла­
rранжа; d а f de -касательный модуль; F- площадь попереч· 
ного сечения; l- длина стержня; z* - координата по высоте 
сечения, отсчитываемая от оси, положение которой определя · 
ется из условия 

(4) 
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Первое собственное значение полученной краевой задачи 
является точной нижней границей функцианала О 

>-1 = inf О. (5) 

Так как закон распределения касательного модуля опреде­
.Тiяется напряженным состоянием стержня и изменяется в про 

цессе деформации, то каждому равновесному состоянию в си· 
лу уравнения (2) соответствуют свои собственные значения. 

Критерий • устойчивости стержня принимает следующий 
вид: если Л1 >N. то равновесное состояние стержня являетсн 
устойчивым; если Л1<N, то существуют та1ше бесконечно ма­
лые возможные перемещения, по отношению к которым стер­

жень является неустойчивым; в критическом состоянии потери 
устойчивос·rи выполняется равенство Л 1 =N. 

Этот критерий только по форме совпадает с условием 
устойчивости линейно упругой системы. Смысл критерия со­
стоит в том, что устойчивость любого равновесного состояния 
оценивается в результате сопоставления параметра нагрузки N 
заданной нелинейной системы и критического значения i. 1 

пекоторой приведеиной линейной системы. 
Наглядное представление об устойчивости равновесных 

состояний дrает сопоставление графика поведения стержня, I<О­
торый строится в координатах «характерная деформация-· 
параметр нагрузки», и кривой зависимости «значение Лt­
характерная деформация». 

Полученный критерий прююдится в литературе и лежит в 
основе метода расчета сжато-изогнутых стержней по двум ра. 
счетным се.чениям, предложенного А. В. Геммерлингом. Одна. 
ко известный вывод этого критерия основан на более узкой по­
становке задачи: рассматривается только одно сечение, пред­

полагается стационарность внешней нагрузки, отсутствует 
связь с общим определением устойчивости равновесия. 

При значениях сжимающей силы, равных любому собствен­
ному значе;~-Iию Л1 (i= l, 2, ... ) уравнения (2), условия стацио­
нарности функцианалое 8 2W и Ф совпадают и, следовате.Тiь· 
но, имеет место равенство 

S(S2 W) =О. (6) 

Вариации прогибов ау и деформаций 8 вц, при которых 
выполняется условие стационарности (б), одновременно обра­
щают в нуль вторую вариацию пuлной потенциальной энергии. 

Допустим, что в некотором равновесном состоянии имеет 

место неравенство 

б 



(7) 

В силу экс1ремальных свойств собственных значений отсю· 
да следует, что состояние стержня Яl!ля~тся устойчивым по от­
ношению к возмущениям,.ортогональным к i первым собствен­
ным формам уравнения (2). 

Это обстоятельство позволяет определить степень н~устой­
чивости равновесного состояния стержня как число собствен­
ных значений уравнения (2), величина которых меньше соот· 
Ве'l'ствующ~го значения сжимающей силы. 

Такая трактовка понятия степени неустойчивости яяляетсн 
обобщением известного определения, данного А. Ф. Смирно­
вым для линейных идеальных систем. 

Характер потери устойчивости стержня в критическом со· 
стоянии (первого или второго рода) тесно связан со структу­
рой уравнения, которое получается в результате варьирования 
условий равновесия стержня. Соответствующее ему однород· 
ное уравнение совпадает с ураю1ением (2) и, следовательно, 
имеет нетривиальное решение при критическом значении па­

раметра нагрузки. 

Варьиро!!анное уравнение является однородным, если в кри­
тическом состоянии выполняется условие стационарности сжи­

мающей силы. Поэтому предельная точка на графике поведе­
ния соответствует состоянию потери устойчивости. 

В критическом состоянии возможно существование нетри­
виального решения неоднородного варьированного уравнения. 

если правая часть этого уравнения ортагональна с некоторым 

весом к собственной форме соответствующего однородного 
уравнения. В этом случае имеет место потеря устойчивости 
первого рода. На графике поведения такому критическому со­
стоянию соответствует точка бифуркации ветвей равновесных 
состояний. 

Во второй ГJН!Ве получ~но численное решение на ЭВМ зада­
чи об изгибе и устойчиl!ости внецентренно сжатого стержня 
прямоугольного сечения nри проиэвольных по величине конце­

вых эксцентрицитетах; предполагается, что материал стержня 

подчинен графику Прандтля. Эта задача представляет собой 
обобщение известного исследования К. Ежека, который рас­
смотрел частный случай поведения стержня, сжатого с равны­
ми концевыми эксцентрицитетами. 

Разработке алгоритмоа расчета сжато-изогнутых стержней 
на ЭВМ посвящены исследования А. В. Геммерлинга, Г. 1:::. 
Бельского, В. А. Икрина, Р. А. Скрипниковой, И. Эллисаи др. 
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В процессе развития деформации на протяжении длины 
стержня образуются участки упругой работы, односторонней и 
двусторонней текучести, причем каждый из этих участков мо­
жет иметь два противоположных знака кривизны изгиба. Прн 
односторонней и двусторонней текучести дифференциальные 
уравнения изгиба являются нелинейными. 

Решение задачи при произвольнам распределении зон теку­
чести реализо!!ано с помощью nрограммы, составленной для 
ЭВМ «Проминь». Программа позволяет определить величину 
сжимающей силы, при которой стержень имеет заданное зна­
чение угла поворота на левой опоре, построить изогнутую ось 
и установить распределение зон текучести в стержне. 

Для численного интегрирования уравнений изгиба приме­
нен метод Рунге-Кутта. ~ довлетворение граничного условия 
на правом конце стержня осуществляется методом направлен­

ного поиска; таким образом, краевая задача сведена к много­
кратному решению задачи Коши. 

Анализ графиков поведения, построенных с помощью со· 
ста!!ленной программы, показывает, что в подавляющем боль­
шинстве случаев несущая способность стержня определяется 
состоянием потери устойчивости второго рода. 

Принципиальные особенности обнаруживаются при анали­
зе поведенпя стержня в особом случае антисимметричного при­
ложения сжимающих сил, когда концевые эксцентрицитеты 

равны по величине, но имеют разные направления. 

Условимся называть осью эксцентрицитетов линию, соедн­
няющую точки приложения сжимающих сил. В упомянуто.~! 
особом случае при значении угла поворота стержня на опоре, 
равном наклону оси эксцентрицитетов, как упругие, так и упру 

го-пластические стержни теряют уt:тойчивость !!следствие би­
.:руркации форм равновесия. В отличие от обычного эйлерова 
случая упруго-пластический стержень при критическом значе­
нии сжимающей силы вблизи точки бифуркации не имеет дру­
гих равновесных состояний. Если допустить, что стержень мо· 
жет преодолеть критическое состояние бифуркации, то щш 
дальнейшем росте нагрузки наступает второе критическое со­
стояние, которому соответствует предельная точка на графИ'кL, 
поведения. 

Предельное состояние внецентренно сжатого стержня в 
некоторых случаях опредеJiяется исчерпаннем несущей способ­
ности вследствие образования пластического шарнира на 
опоре. Такой случай возможен лишь при значениях угла пово­
рота стержня на опоре, не превышающих наклона оси эксцент-
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рицитетов. Образование nластического шарнира внутри nроле­
та может nроизойти только в закритической стадии работы 
стержня. 

С помощью составленной программы были выполнены вы· 
числения, на основе которых построена серия графиков кри­
тических напряжений для стержней, сжатых с различными 
концевыми эксцентрицитетами. 

Сопоставление результатов вычислений с приближеннымв 
рекомендациями СНиП показывает, что нормативные значе 
ния коэффициентов внецентреиного сжатия rp88 при нерав­
ных концевых эксцентрицитетах в отдельных случаях сущест­

венно занижены. Особенно большие расхождения- до 25%­
наблюдаются при концевых эксцентрицитетах разных знаков. 

В связи с применением в строительстве новых конструкци­
онных материаJюв, таких как высокопрочные стали, алюми­

ниевые сплавы и др., приобрела актуальность задача разра· 
ботки алгоритмов расчета сжато-изогнутых стержней, осно· 
ванного на фактическом графике работы материала. 

Первые исследования в этом направлении принадлежат 
Т. Карману и Э. Хвалла, заложившим основы численных мета· 
дав решения поставленной задачи. 

В третьей главе диссертации предлагается один из алго­
ритмов построения равновесноги состояния стержня. 

Заданным считается угол поворота стержня на левой опо· 
ре. Ставится задача оnределения соответствующей величины 
сжимающей силы и построения изогнутой оси стержня в равно· 
веснам состоянии. 

~,.равнение равновесия может быть представлено в форме 

y"=x(M,N). (8) 

Выражение, стоящее в правой части этого уравнения, пока­
зывает, что кривизна изгиба стержня в произвольнам сеченин 
является функцией изгибающего момента М и нормальной си­
лы N. Аналитическое опис.ание этой зависимости nри произ · 
вольном графике работы материала и произвольной форме се­
чения практически невозможно. Поэтому величину криеизны 
изгиба в произвольной точке стержня nриходится определят!, 
в результате наложения графика работы материала на сече· 
ние. Это наложение осуществляется таким образом, чтобы 
были выполнены условия равновесия сечения. 

В настоящей работе в качестве неизвестных при выполне­
нии процедуры наложения принимались кривизна изгиба н 
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координата по высоте сечения волокна, наnряжение в котором 

равняется a0=N/F. 
Одним из наиболее трудоемких этапов nроцедуры наложе­

ния является вычисление главного вектора и главного момента 

напряжений, возникающих в сечении. В общем случае эта за­
дача решается на основе численного интегрирования. В одном 
nрактически важном случае, а именно, когда материал стерж­

ня за nределом проnорциональности обладает линейным упро· 
чнением и сечение состоит из участков nостоянной ширины 
(крест, швеллер, тавр, двутавр, п-тавр) вычисление енутрен· 
них усилий можно осуществить, не прибегая к методам чис· 
ленного интегрирования. Это достигается путем разложения 
эnюры наnряжений на элементарные составляющие. Такой 
nрием nозволяет значительно сократить затраты машинного 

времени при выполнении вычислений на ЭВМ. 
Построение изогнутой оси стержня требует интегрирования 

уравнениl'! (8) nри заданных граничных условиях. Эта задача, 
как и рассмотренная выше, сводится к многократному реше· 

нию задачи Коши. 
На основе разработанного алгоритма была составлена 

nрограмма для частного случая внецентрен-но сжатого стерж· 

ня двутаврового nрофиля. С nомощью этой nрограммы были 
построены графики nоведения стержней из линейно уnрочняю­
щегося материала. 

Исследованию устойчивости таких стержней посвящены 
работы В. В. Пинаджяна, В. Г. Бажанова, С. А. Багдасаряна 
и др. 

Анализ графиков nоказывает, что при антисимметричном 
приложении сжимающих сил так же, как и в случае материа· 

ла, имеющего nлощадку текучести, предельное состояние опре·· 

деляется разветвлением форм равновесия. Этому состоянию 
соответствует угол поворота на опоре, равный наклону оси 
эксцентрицитетов. 

В ряде случаев графики поведения стержней имеют вид 
монотонно возрастающей кривой, асимптотически приближаю­
щейся к векоторому предельному значению нагрузки. Ана,rю· 
гичные графики, как известно, характерны для упругих стерж­

ней. 
Этот факт показывает, что для определенного класса стер­

жней, выполненных из материала, обладающего упрочнением, 
в процоссе деформации не наблюдается явление потери устой­
чивости. 
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Такой вывод подтверждается также качественным исследо­
Р.анием вн~центренно сжатой модели Ридера. 

Наиболее отчетливо характерные особенности графиков по­
ведения видны на примере стержня, ннецентренно сжатого с 

равными концевыми эксцентрицитетами. Равновесные состоя· 
ния стержня изучались на основе метода коллокации, формн 
изгиба принималась в виде полуволны синусоиды. 

Установ:1ено, что при малых гибкостях или больших экс­
центрицитетах на графиках поведения стержней отсутствует 
нисходящая ветвь. Предельное значение сжимающей силы, к 
которому аспмптотически приближаются ветви раннавесных 
состояний, зависит от гибкости стержня. 

При увеличении гибкости или уменьшении величины кон· 
цевых эксцентрицитетов на графиках поведения появляется 
предельная точка, соответствующая состоянию потери устой­
чивости ВТ0р()Г0 рода. 

Выполненное исследование поведения сжато-изогнутых 
стержней основывалось на предположении об отсутствии раз­
грузки. При изучении упруго-пластических систем, состояние 
которых сущестненно зависит от истории деформирования. 
суждение об устойчивости равновесия не всегда можно полу­
чить с помощью статических критериев. Более универсальным 
является динамический критерий. 

Поэтому представляет интерес изучение таких простейших 
упруго-пластических моделей, анализ возмущенного доиженин 
которых можно осуществить с достаточной степенью точности. 
Примером может служить модель Ридера, использованная в 
работах Ф. Шенли, Я. Г. Пановко, В. Д. Клюшникова и других 
авторов для качестненного анализа некоторых явлений. 

В ч·етвертой главе диссертации исследует{:я возмущенн(}(.' 
движение модели Ридера, сжатой осевой силой постоянной ве­
личины. 

Предполагается, что в исходном равновесном состоянии на· 
пряжения в опорных стерженьках модели превышают преде.;r 

пропорциональности; причиной возмущенного движения слу· 
жит начальный импульс; разгрузка происходит с начальным 
модулем упругости. 

В зависимости от напряженного состояния опорных стер­
женькон движение модели описывается различными диффе· 
ренциальными уравнениями второго порядка. 

Решение лолучено в аналитической форме на основе ис­
пользования метода припасоеывания. 

Установлено, что при величине силы, меньшей приведенно-
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модульного критического значения, движение модели можно 
разбить на две стадии: переходвый процесс и режим устано­
вившихся гармонических колебаний относительно положения, 
отличного от исходного равновесного состояния. Покаэано, 

что 1! процессе установившихся клебаний напряжения в опор­
ных стерженьках изменяются, следуя закону разгрузки, т. t'. 
происходит приспособ.'Iение модели к упругому режиму. 

При величине силы, меньшей касательно-модvльноrо зна­
чения, наибольшее отклонение модели имеет место при пере­
ходнам процессе; в зависимости от параметров модели стойка 

в процессе возмущенного движения может либо проходить, ли­
бо не проходить через исходное неваэмущенное равновесное 
состояние. 

Если же величина сжимающей силы заключена в интерва­
.'!е между касательно-модульным и приведенпо-модульным 

значениями, то наибольшие отклонения при переходнам про­
uессе и 1! режиме установившихся колебаний совпадают по ве­
личине; в процессе движения стойка модели не проходит через 
исходное положение. 

При веJiичине сжимающей силы, большей приведенпо-мо­
дульного значения, отклонения стойки в процессе движенин 
неограниченно возрастают; движение носит апериодический 
характер. 

Известно, что тождественность результатов, получаемых 
при исследовании устойчивости консерватиl!ных систем энерге­
тическим и динамическим методами, вытекает из теоремы 

Лагранжа-Дирихле. Это обстоятельство позволяет принимап, 
энерге1'ический критерий в качестве исходного пункта теории 
устойчивости равновесия деформируемых консервативных СИ= 
стем. Подтl:!ерждением этому служит тот факт, что теорема 
Лагранжа-Дирихле может трактоваться как частный случай 
известной теоремы второго метода А. М. Ляпунова. 

В пятой г"1аве диссертации на основе теоремы Лагранжа­
Дирихле исследуется устойчивость консервативных конти­
нуальных систем, неваэмущенное состояние которых отлично 

от ведеформированного и описывается нелинейными уравне­
ниями; устанавливается критерий устойчиl!ости «В малом.;, 
вроиэволыюго равновесного состояния. 

У(:тойчивость континуальных систем на основе уравнений 
нелинейной теории упругости исследовалась в работах В. В. 
Новожилова и В. В. Болотина. 

Пусть состvяние системы определяется компонентами пере­
мещений ui (i=l, 2, 3), коrорые являются непрерывнымli 
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функциями координат точек тела, а внешние силы, действую 
щие на тело, зависят только от одного параметра р. 

В устойчивых равнов~сных состояниях вторая вариация 
по.r1ной потенциальной энергии с·истемы положительна 

a2 W>O (9) 
при любых возможных перемещениях о uj. 

Вблизи критического значения параметра нагрузки можно 
выделить такую область значений р, внутри которой вторая 
вариация полной потенциальной энергии представима в виде 
разности 

82 W=A-B, (10) 

где А и В -ограниченные снизу функцианалы от возможных 
перемещениif. 

Исследуемое равновесное состояние системы является ус·· 
тойчивым, если точная нижняя граница отношения функциа­
налов в этом состоянии больше единицы 

d = lпf ~ > 1. (11) 
в 

Величина d равняется первому собственному значению Л1 
уравнений Эйлера-Остроградскоrо для функцианала 

Ф=А-ЛВ, (12) 

1·де Л- неопределенный множитель Лагранжа. 
Следовательно, равновесное состояние системы будет 

устойчивым, если соответствующая величина Л1 nревышает 
единицу 

(13) 

В критю-1еском состоянии потери устойчивости 

'-t==l; (14) 

выражения функцианалов 83 W и Ф становятся тождествен­
ными и, следовательно, вторая вариация полной потенциаль­
ной энергии обргщается в нуль и имеет стационарное значение 

82 W=O, 8(81 W) =0 (15) 

nри возможных перемещениях, которые являются соответству­

ющими собственными фуцкциями упомянутых уравнений Эйле­
р а -Остроградского. 

Условия (15) выполняются при равенстве единице любого 
собственного значения Л1 (i= 1, 2, ... ). 
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Очевидно, если 

(16) 

то равновесное состояние является устойчиf!ЫМ только по отно­
шению к возмущениям, ортогональным к первым i собствен­
ным формам рассматриваемых уравнений. Это позво.11яет сте­
пень неустойчивости равновеснога состояния связать с коли­
чеством классов возможных перемещений, по отношению к ко­
торым состояние равноl!есия неустойчиво. 

Возможные перемещения, обращающие в нуль вторую ва­
риацию, определяются с точностью до постоянного множите­

.'lя, так как исследуемый функционал является однородным. 
Однако, в общем случае при критическом значении нагрузки 
отсутствует произвол в действительных перемещениях систе­
мы. В случае линейных систем такой произвол обусловлен тем, 
что выражения потенциальной энергии и ее второй вариации 
совпадают. 

Из вариационного исчисления следует, что дифференциаль­
ные ураi!НеНИЯ ЭКСТремали ДЛЯ функционала a2 W СОВПадаЮ1 
с уравнениями, получаемыми варьированием условий равнове­
с-ия при фиксированном значении параметра нагрузки. Это по­
зволяет трактовать уравнения метода Эйлера как следствие 
стационарности второй вариации потенциальной энергии неза­
висимо от предположения о существовании равноi'есных со­

стояний, смежных с критическим. 
Связь между проблемой устойчивости нелинейных систем и 

условием существования нетривиальных решений варьирован­
ных уравнений исследовалась в статье Б. М. Броуде. 

Рассмотр!iм уравнения в l!ариациях, получаемые с учетом 
изменения параметра нагрузки. Решения этих уравнений опи­
сывают поведение системы в бесконечно малой окрестности ис­
следуемого состояния. В критическом состоянии соответствую. 
щие ураl!нениям в вариациях однородные уравнения имеют 

нетривиальные решения. Поэтому неоднородные уравнения в 
вариациях при критическом значении нагрузки могут иметь 

нетривиальные решения лишь в случае ортогональности правой 
части и соответствующих собственных функций. Это условие 
выполняется в критических состояниях потери устойчивости 
первого рода. 

Качественное исследование поведения сжато-изогнутых 
стержней служит иллюстрацией результатов, установленных 
для континуальных консервативных систем. 
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Основные результаты выполненного исследования можно 
сформулировать в виде следующих выводов: 

1. На основе теоремы Лагранжа-Дирихле дано доказатель­
ство критерия устойчивости произвольнаго равновесного со­
стояния сжато-изогнутого стержня из нелинейно упругого ма­
териала. Установлено, что в крИ1'Ических состояниях выполня­
ется услоеие стационарности второй вариации полной потенци­
альной энергии стержня. Сформулирован способ оценки степе­
ни неустойчивости произвольнога равновесного состояния. 

2. Соответствие между критическими состояниями сжато· 
изогнутого стержня и особыми точками на графиках поведения 
получено на основе доказанного критерия устойчивости и ана­
лиза уравнений в вариациях. Показано, что явление потери 
устойчивости стержня, сопровождаемое ра:зеетвлением форм 
равновесия, возможно лишь при выполнении в критическом со­

стоянии опреде.11енного условия ортогональности. 

3. С помощью ЭВМ исследованы равновееные и критиче­
ские состояния внецентренпо сжатого стержня прямоугольно­

го сечения при произвольных концевых эксцентрицитетах. 

Предполагалось, что материал стержня подчиняется графику 
Прандтля. Установлено, что при антисимметричном приложе­
нии сжимающих сил наблюдается явление потери устойчиво­
сти первого рода. Бифуркация происходит при значении угла 
поворота стержня на опоре, равном наклону оси эксцентрици­

тетов. Показано, что исчерпание несущей способности стержня 
может произойти вследствие образования пластического шар­
нира на опоре. Это явление возможно лишь при значениях уг­
.'Iа поворота на опоре, не превышающих наклона оси эксцент­

рицитетов. 

4. Построены графики критических напряжений внеценr­
ренно сжатого стержня для ряда отношений между концевы­
ми эксцентрицитетами. Сопоставление этих графиков с приб­
лиженными рекомендациями СНиП показывает, что норматив­
ные коэффициенты внецентреиного сжатия недооценивают не­
сущую способность стержней, особенно при концевых эксцент­
рицитетах разных знаков. 

5. Разработан алгоритм построения равновесных состояний 
сжато-изогнутого стержня из линейно упрочняющегося мате­
риала. Дано решение на ЭВМ задачи об изгибе внецентренпо 
сжатого сrержня двутаврового профиля. С помощью ЭВМ на 
основе метода коллокации исследовано поведение внецентрен­

но сжатого стержня прямоугольного сечения. 
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6. УстаноВJlено, чтс сжато-изогнутые ~тержни из материа­
ла,-обладающего упрочнением, при опр·еделенных параметрах 
в проц~ссе деформации проходят только ч~рез устойчивые рав· 
навесные состояния, асимптотически приближаясь к предель­
ному состоянию. Показано,что внецентренпо сжатые стержни 
при антисимметричном приложении сжимающих сил теряют 

устойчивость неледетвне бифуркации аналогично стержням из 
идеального упруго-пластического мат~риала. 

7. Выпо.rшено аналитич~ское иссл~дование возмущенного 
движения упруго-пластической модели Ридера, сжатой за пре­
делом пропорциональности осевой силой постоянной величины. 
Показано, что упруго-пластические свойства модели обуслон· 
.'1ивают различие в возмущенном движении при значениях си­

лы, меньших и больших касательно-модульной критической 
нагрузки. 

8. Получен критерий устойчиво~ти произвольнаго равновес· 
наго состояния для весьма широкого класса неид~альных кон­

сервативных континуальных систем. Показано, что в критиче­
ских состояниях имеет место стационарность второй вариации 
nолной nотенциальной энергии. Установлена связь между сте· 
пенью неустойчивости равновесного состояния и множеством 
возможных перемещений, по отношению к которым состояние 
неустойчиво. 

9. Возможность сущ~ство~ания в критических состояниях 
нетривиальных решений уравнений в вариациях выведена из 
условия стационарности второй вариации полной потенциаль­
ной энергии системы. Показано, что бифуркация форм равно­
весия возможна при выполнении определенного условия орто­

гональности. 
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