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РЕГУЛЯРИЗАЦІЯ ФАЗОВИХ ОБМЕЖЕНЬ 

В ОДНОМУ КЛАСІ  
ЗАДАЧ ОПТИМІЗАЦІЇ МЕХАНІЧНИХ СИС-

ТЕМ 
 
Робота присвячена проблемі побудови ефективних 

регуляризаторів в одному класі задач оптимізації ме-
ханічних систем. Запропоновано алгоритм апрокси-
мації таких регуляризаторів в нерефлексивних прос-
торах.  

 
Работа посвящена проблеме построения эффек-

тивных регуляризаторов в одном классе задач опти-
мизации механических систем. Предложен алгоритм 
аппроксимации таких регуляризаторов в нерефлек-
сивных пространствах.  

 
The paper is sanctified to the problem of search of ef-

fective regularizators in one class of optimization problem 
of the mechanical systems. The algorithm of approxima-
tion such regularizators in non-reflexive spaces is pro-
posed. 
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Вступ. Як відомо, динаміка багатьох механіч-

них процесів та об’єктів описується системами зви-
чайних диференціальних рівнянь. Для визначення 
ефективних режимів протікання таких процесів та 
функціонування динамічних об’єктів широко залу-
чаються задачі оптимального керування з нескаля-
рним показником якості. Серед такого класу задач 
особливе місце займають ті, в яких цільове відо-
браження діє в нескінченновимірний простір, наяв-
ні обмеження на керування та фазові змінні. За та-
ких умов не можна однозначно стверджувати факт 
існування ефективних розв’язків. В якості способу 
доведення існування та побудови ефективних 
розв’язків в роботі [1] запропоновано залучати 
ефективні  , -регуляризатори обмежень. В ре-

зультаті залучення такого підходу розв’язується 
сімейство задач векторної оптимізації зі штрафом. 
В роботі [1] запропоновано загальну схему побудо-
ви регуляризаторів такого типу в задачах векторної 
оптимізації, розв’язки яких є елементами рефлек-
сивних просторів, що в деякій мірі спрощувало 
процедуру побудови «штрафної» складової цільо-
вого відображення.  

Основною метою цієї роботи є дослідження пи-
тання побудови ефективних регуляризаторів в класі 
задач векторної оптимізації, які означені на нереф-
лексивних просторах, та створення алгоритму ап-
роксимації регуляризаторів для конкретних типів 
обмежень, які частіше всього зустрічаються в прак-
тичних задачах. 

Основні поняття та постановка задачі. Нехай 
керування системи є елементами простору 

 та функції зміни станів системи 

належать до класу . Позначимо 

через 

1(0, ; )mU L T R
1,1(0, ; )nX W T R

  добуток слабкої топології в 1

0
n

(0, ; )mL T R
1,1(0, ; nW T

 та 

топології рівномірної збіжності в . 

Динаміка розглянутого об’єкту описується систе-
мою диференціальних рівнянь І-го порядку з поча-

тковими умовами 

)R

x R . Якість роботи такого 

об’єкту оцінюється цільовим відображенням 
:I U X Z  , яке володіє властивістю  ,   -

напівнеперервності знизу. Будемо вважати, що 
простір образів цільового відображення 

1(0, )Z L T  наділений слабкою топологією   та 

частково впорядкований конусом невід’ємних еле-

ментів       1 0, | 0 . .T f t мс  0,t Tf L   . 

Частковий порядок в просторі Z  позначимо че-

рез  , що означає наступне: 
 Zzzzzzzzz \, 12211221  
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де  )(Icl –  -замикання образу цільового ві-

дображення )(I . 

Нехай   Nkkk xuI ),(  – довільна послідовність 

в Z .  Позначимо через  множину 
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 ),( kk xuIL 
 -граничних точок цієї послідовності. Нехай 
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де  ),( 00 xu – сукупність всіх послідовностей 
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Означення 2. [5] Відображення :I U X Z   

називається  
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якщо виконується умова:  
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Математичною моделлю задачі визначення ефе-

ктивних режимів роботи такої системи є задача 
векторної оптимізації з фазовими обмеженнями: 

  ,, infI u x  ,    

 (1.1) 

 , ,x f t u x  на ,   

 (1.2) 

(0, )T

u U ,     

 (1.3) 

  00x x ,     

 (1.4) 

 ,F u x  ,    

 (1.5) 
x K ,     

 (1.6) 
де  - задане нелінійне відображення, :F U X Z 
  - нульовий елемент в , система (1.2)-

(1.4) має наступні властивості:  

1(0, )L T

1)      , , , ,f t u x a t x b t x u  ; 

2) відображення  та 

: 

: (0, ) n na T R R 

: (0, ) n mb T R R 
а) є вимірними за Лебегом відносно  для будь-

яких 

t
x ; 

b) є неперервними за x  для майже всіх
 

;   0,t T

c) існують такі функції  1, 0,L T  

1 2,

 та 

константи , що для будь-яких ,c d  0 nx x R  

виконуються наступні нерівності:  
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.,0)(,),(),( 2121 dtbxxcxtbxtb nnn    

Нехай надалі  є слабко компактною підмно-

жиною простору  (умови слабкої ком-

пактності встановлює теорема Данфорда-Петтіса 
[3]),  є замкненою відносно топології рівномірної 

збіжності множиною в . Означимо 

наступну множину допустимих пар: 
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(1.7) 
Як було показано в роботі [1] для розв’язування 

подібних задач доречно залучати поняття ефектив-
ного  ,


-регуляризатора. В зв’язку з цим мно-

жину  запропоновано представити як перетин 

двох множин 1  (включає обмеження (1.2)-(1.5)) 

та  таких, що задача (1.1)-(1.5) є регулярною, та 
розглянути послідовність задач векторної оптимі-
зації зі штрафом: 

K
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 (1.8) 
де 0   - параметр штрафу, :U X Z  


 - відо-

браження, яке задовольняє умовам: ,u x   для 

всіх  ,u x   та  ,u x   для всіх 

 ,u x K . 

Означення 3. [5] При фіксованому 0   пара 
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Означення 4. [1] Пару  будемо на-

зивати 
1),( xu
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Означення 5. [1] ),(  -регуляризатор 
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Слід зауважити, що частіше всього в практич-
них задачах оптимального керування зустрічаються 
фазові обмеження наступного вигляду: 
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 - лінійний нормований простір такий, що 
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Y
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
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В роботі [5] показано, що за зроблених вище 
припущень множина 1 , яка включає обмеження 

(1.2)-(1.5) є  -компактною в просторі . XU 
Існування регуляризатору в означеному кла-

сі задач. В роботі [1] доведено результат, який тор-
кається існування ефективних  , -

регуляризаторів за умови, що відображення 

  ,u x  є секвенційно напівнепрервним знизу від-



носно відповідних топологій. Встановимо факт іс-
нування ефективних  

 ,  -регуляризаторів в задачі (1.1)-(1.6), коли 

відображення  ,u x


 володіє більш слабкою влас-

тивістю, зокрема, ,   -напівнеперервністю 

знизу.  
Теорема 1. Нехай множина  є 1  -

компактною в  та відображення , XU   u x,

 , I u x  є   ,   -напівнеперервними знизу. 

Тоді для кожного 0 
 ,

 задача (1.8) має непорож-

ню множину  -ефективних розв’язків, якщо 
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Доведення. За аналогією з доведенням теореми 
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Для цього припустимо, що це не так. Отже, іс-

нує елемент  та-

кий, що виконується умова: 
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В цьому випадку елемент

   
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Роз Тглянемо випадок (і). оді виконується спів-
від : ношення

   1 1, * , *u x a u x a a       
     

, але 

тоді: 

1 1a

це суперечить умові 

     ,

, ,
* liminf ,

u x u x
a I u x

 




 . 

Розглянемо випадок (іі), 

    1 1
2 2* , ,a a u x a u x 

                1 *a

. (2.3) 
Другий доданок лівої частини співвідношення 

задовольняє одній з трьох умов: 

1)   ,u x    , тоді 2 *a a , що су-

перечить умові 
   

 ,* l minfa 
, ,

u
; i ,

u x u x 
I x

2)     , x u    , тоді відображення 

  не задовольняє умові  ,   -

напівнеперервності знизу; 

випадо3) к     ,u x    -

чається за рахун

  
ок співвідношення

виклю

 
     ,inf ,

u x
u x

 

 
  , ,

, lim
x u

u x  
 . 

м одимо до що нері-Таким чино , прих  висновку, 
вність (2.2) є хибною, тобто пара  ,u x   є  , -

ефективним розв’язком задачі (1.8)-(1.9) при фіксо-
ваному 0 . Теорема доведена. 

Залучаючи ідею доведення теореми 3.6 в роботі 
[2], легко ести наступне: дов

Теорема 2. Нехай множина 1  є  -

компактною в XU   та відображення  , u x , 

 ,I u x  є  ,   -напівнеперервни н у. -

ді задача (1.1)-(1  непорожню множи -

ми з из

ну 

То

ефек.6) має
тивних  , яризаторів множини K . -регул

Очевидно, що при виконанні вищезроблених 
припуще дача (1.1)-(1.6) задовольня умнь за є овам 
теорем 1, 2. Отже, проблема побудови ефективних 

 , -регуляризаторів полягає в виборі конструк-

ції відображення   для конкретних обмежень. Для 

ень типу a) та b) залучимо відображення ти-
пів: 
обмеж

      ,u x x t c x t c     , 

 (2.4) 

                  ,u x x t t x t t t x t x t           .

Очевидно, що внаслідок властивості непере
рвності модуля відображення

t 

 (2.5) 
-

   у ви

(2.

гляді (2.4) та 

5) є неперервним відносно топології рівномірної 

збіжності в просторі  n0, ;C T R , а отже, відносно 

 -топології в просторі U X . 



Природа обмеженн юється тим, що в 
деяких задачах фазов я об’єкту керуван-

  має бути близькою 

я с) поясн
а траєкторі

ня до заданої функції  y t  на 

величину   за нормою відповідного простору Y  
або поточково близькою на інтервалі розглян го 
відрізку часу 

уто

0,T  . Отже, обмежен 3K  

може породжуватись двома типами нерівностей:  

ня 

1) 
Y

x y   ,  0, ;p nT R , (1 p   ); Y L

2)      x t y t t    на  0,T  , Y , 

 0, ;p nY L T R , (1 p   ). 

 обмеження 1) проп ється залучити відо
браження типу: 

Для ону -

     0, ; 0, ;
, p n p nL T R L T R

u x x y x y c        
 

, 

 (2.6) 
де

З неперервності вкладення 

в та властивості

ть

 c ,  1,p   . 

простору 

 непере-1,1(0, )nT R  

ті 
ження 

;W ,
рвн

 (0 ; )nC T R  

ає ос модуля виплив неперервніс  відобра-
  відносно топол й огі   та   у повідних 

я о другого типу рекомен-
довано обрати неперервне відображення 

 від

просторах. Дл бмеження 
  насту-

пного вигляду: 

 , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x x t y t t x t y t t           ,

 (2.7) 
де 


 - характеристична функція інтервалу 

0,T  .  

Фізи
, що з

кторії системи, має бути поточково близькою до 

зад

чне значення обмеження d) пояснюється 
тим величина, яка є залежною від фа ової трає-

аного розподілення *G  на величину  t  на 

інтервалі розглянутого відрізку часу  0,T  . 

Покладемо в якості п ру Q  клас цій 


росто функ

0,pL T  (1 p   ). Нехай  

:G X Q

оператор

  є неперервним від но топології нос   

та слабк огіїв XU   ої топол   0,p цих умов 

зації обмеження 

L T . За 

ядля регуляри 4K  пропонуєтьс  

ро ти відображення: згляну

  * *, ( ) ( ) ) ( )u x G x G t G t      (G x     .

 (2.8) 
Зауваження 1. Відображення (2.8) можна залу-

чати, якщо  0,Q L T

пології просто

 

 (в цьому ви

хід

 

падку необ-

но, щоб відображення G  було неперервним від-
носно  
*-слабкої то ру Q ). Якщо обмеження 

4K  породжено рівністю *( ) G  на  , тоді
можна використати відображення 



G x

 *, ( )x G x G  u  . 

Висн ля означеног задач вектор-

апрок

овки. Д о класу 
ної оптимізації з фазовими обмеженнями запропо-
новано схему симації ефективних  

 ,

заторів

-регуляризаторів в нерефлексивних просто-

рах, залучаючи ідеї методу штрафів. Доведено ре-
зультат, який торкається існування таких регуляри-

, якщо «штрафна» складова цільового відо-
браження є  

 ,   -напівнеперервною знизу. Наведені конс-

трукції “штрафної” складової цільового відобра-
ження дл  конкретних типів обмежень. 
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