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УДК 534.1:517.918 
А.А. Брынза 

Устойчивость и колебания стержня с опорами типа упругих заделок 
                                            
 Рассматривается устойчивость и колебания неразрезных стержней на упругих опорах, сопротив-

ляющихся не только перемещению но и повороту опорного сечения. Для решения этих задач использу-
ется численно-аналитический метод  предложенный Лазаряном и Конашенко, основанный на примене-
нии обобщенных функций. Для симметричных систем открыто свойство сближения ряда низших час-
тот до их сливания при увеличении жесткости опор. 

 
    Розглядається стійкість і коливання нерозрізних стержнів на пружних опорах, що чинять опір не 
тільки переміщенню, але і повороту перерізу. Для вирішення цих завдань використовується чисельно-
аналітичний метод  заснований на застосуванні узагальнених функцій, запропонований Лазаряном і 
Конашенко. Для симетричних систем відкрито властивість зближення ряду нижчих частот до їх зли-
вання при збільшенні жорсткостей опор. 
 
    We consider the stability and vibration of continuous bars on elastic supports, resisting not only the dis-
placement and rotation of the reference section. To solve these problems using numerical-analytical method 
proposed Lazaryan and Konashenko, based on the use of generalized functions. For symmetric systems, open 
the property of convergence of a number of lower frequencies to their merging with increasing rigidity of the 
supports. 

 
  Рассматривается устойчивость и колебания неразрезных стержней на 

упругих опорах, сопротивляющихся не только перемещению, но и поворо-
ту опорного сечения. Подобные опоры встречаются в машиностроении и 
строительстве и расчет конструкций с такими опорами является актуаль-
ной задачей. 

  На рис. 1 изображена опора типа упругая заделка. Здесь 1k  и  2k - жест-
кости i-й опоры на вертикальное перемещение и поворот опорного сечения 
соответственно.  

 

                                                                                                                       
Рис. 1 

Для решения этих задач в работе применяется численно-аналитический 
метод предложенный в работах Лазаряна и Конашенко [1], основанный на 
применении обобщенных функций. Упругие опоры учитываются с помо-
щью импульсивных функций. Получены аналитические решения справед-
ливые при любой жесткости  упругих опор.  Усилия и перемещения выра-
жаются только через начальные параметры и некоторые функции влияния, 
которые имеют разрывы непрерывности I-го рода.  Для определения кри-
тических параметров, построения форм потери устойчивости и колебаний 
составлены mathcad-программы.   

1. Рассмотрим расчет на устойчивость стержня  с промежуточной опорой 
типа упругой заделки с жесткостями  1k  и 2k  соответственно  (рис. 2).  В 
качестве исходного уравнения используем дифференциальное  уравнение  
изогнутой оси балки xMEIv −='' .  
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Рис. 2 
 
Выражение изгибающего момента имеет следующий вид  
 

)()(')())(()( 1012101110 LxLvkLxLxLvkxFvxQM x −−−⋅−++= σσ , 
 
где  )(1 iLvk , )('2 iLvk - реактивная сила и реактивный момент упругой 

опоры соответственно, а )( 10 Lx −σ - функция Хевисайда.  
     Подставив выражение изгибающего момента в дифференциальное 

уравнение изогнутой оси балки и выполнив некоторые преобразования, 
получаем разрешающее дифференциальное уравнение 4-го порядка с по-
стоянными коэффициентами, в правой части которого обобщенные 
функции 1-го и 2-го порядка 
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где  
EI
Fk =2 , а )( 11 Lx −σ и )( 12 Lx −σ - дельта-функция Дирака и ее 

производная.    
      Решение уравнения (1.1), найденное с помощью преобразования Ла-

пласа [2], имеет следующий вид   
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                    (1.2) 
 
Здесь 0v , 0θ , 0M , 0Q - начальные параметры, а )( 1Lv , )(' 1Lv - проме-

жуточные параметры, представляющие прогиб и угол поворота промежу-
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точной упругой опоры. Промежуточные параметры определяются по 
следующим соотношениям 
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     Воспользовавшись граничными условиями при maxLx = , составляем 
характеристическое уравнение. 

     Рассмотрим стержень шарнирно опертый по краям. Граничные усло-
вия имеют вид: 0)()0( max == Lvv , 0)()0( max == LMM xx . 
     Решение находится с помощью mathcad –программы [3]. 
     Из полученных результатов можно сделать следующие выводы.  При  
жесткости 2

max1 /1,0 LEIk <   минимальный критический параметр такой 
же как у стержня без промежуточной опоры. С увеличением жесткости 
опоры минимальный критический параметр увеличивается. При цен-
тральной опоре наименьшая жесткость 1k , при которой во время выпучи-
вания стержня можно считать опору абсолютно жесткой, составляет 

2
max/5,39 LEI . Это возможно, когда минимальный критический параметр 

достигает  такого же значения как и при шарнирной опоре  (в этом случае 
21 криткрит FF = ).  В работе [4] приведено решение этой задачи энергети-

ческим методом. Оно составляет  2
max/6,39 LEI , что подтверждает точ-

ность полученных результатов.   
     Рассматривалось решение и при нецентральной опоре. Из получен-

ных результатов следует, что при жесткости опоры  
2
max1 /1,0 LEIk > смещение промежуточной опоры относительно середи-

ны вызывает уменьшение устойчивости стержня.   
     Влияние жесткости 2k  зависит от положения упругой опоры и вели-

чины жесткости 1k .  В случае центральной опоры, ее влияние сущест-
венно при 1k  >39,5EI/Lmax

2. При EIk 1001 > , с увеличением жесткости 

2k минимальные критические силы начинают попарно сближаться, уже 
при EIkk 10021 == первая и вторая ( 2408,2,2247,2 21 == vkvk ), а 
также третья и четвертая ( 8513,3,8248,3 43 == vkvk ) практически по-
парно сливаются. При этом формы потери устойчивости обратно сим-
метричны.  

     При нецентральной опоре с увеличением 2k  возрастает  устойчи-
вость стержня при любых значениях 1k . 
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    В качестве следующего примера определим критическую нагрузку 
для системы приведенной на рис. 3,а. Вертикальный стержень здесь ра-
ботает как упругая заделка. Полагаем, что жесткости и длины участков 
системы одинаковы и равны EI и L соответственно.  

Решение, найденное по методу перемещений, равняется 

.506,3
2L

EIFкр
⋅

=    

 

 
 

Рис. 3 
 

    Для получения решения с помощью аппарата обобщенных функций, 
найдем коэффициент жесткости 2k  из условия, что угол поворота θ верти-
кального стержня в жестком узле равен 1 (рис. 3,б и 3,в): 
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MMθ  откуда .3
2 L

EIk =  Решение, найденное 

по изложенной выше методике, полностью совпадает с приведенным. 
 

  2. Рассмотрим свободные колебания стержня с промежуточной опорой 
типа упругая заделка. Дифференциальное уравнение свободных колебаний 
балки с промежуточной упругой опорой, сопротивляющуюся как верти-
кальному перемещению так и повороту опорного сечения имеет следую-
щий вид [ ]1  

)()(')()()( 121211110
2

0 xxxXkxxxXkXmvxXEI IV −+−−=− σσ .  (2.1) 
   Здесь 1k , 2k - жесткости упругой опоры на вертикальное перемещение 

и поворот опорного сечения соответственно, 1Lx = - координата сечения в 
котором находится промежуточная опора, )( 1LX , )(' 1LX - перемещение и 
угол поворота сечения 1Lx = .  После некоторых преобразований уравне-
ния (2.1), находим его решение с помощью преобразования Лапласа  
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        Здесь 
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EI
mvn = , )0(X , )0('X , )0(''X , )0('''X - начальные пара-

метры, а )( 1LX , )(' 1LX  промежуточные параметры.  Причем 
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Используя граничные условия при шарнирном опирании , составляем ха-
рактеристическое уравнение. Решение находится с помощью Mathcad-
программы. Рассмотрены задачи с одной и тремя опорами типа упругих за-
делок. 

Из  полученных результатов следует, что, как при расчете на устойчи-
вость, жесткость 2k  имеет существенное влияние только при достаточно 
больших значениях 1k .   

При увеличении жесткостей 1k  и  2k   частоты колебаний увеличивают-
ся, а при симметричных промежуточных опорах происходит сближение ни-
зших частот.  Так, в случае одной промежуточной опоры при     

EIkk 10021 == низшие частоты принимают следующие значения 
119,61 =vk , 137,62 =vk , 658,193 =vk , 831,194 =vk  (отличие в третьем 

знаке), а при EIkk 1000021 ==   у системы, которую можно считать выро-
жденной, низшие частоты попарно сливаются и появляются равные частоты 

1668,61 =vk  и   1673,62 =vk , 9843,193 =vk  и 9859,194 =vk  (отличие в 5 
знаке).  При этом формы колебаний соответствующие практически равным 
частотам разные  - симметричные и кососимметричные.    Соответствующие 
им  формы колебаний приведены на рис. 4, а и 4, б.  У последующих частот 
это свойство не наблюдается,  так   685,415 =vk ,  25,716 =vk . 
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                                                                         Рис. 4, а 
 

 
                                                              Рис. 4, б 
 

   Из полученных результатов можно сделать вывод, что если центральная 
опора будет упругой заделкой (при условии, что  EIk 1001 > ), то при уве-
личении жесткости 2k  низшие частоты будут попарно сближаться и прак-
тически равные частоты будут возникать при EIk 1002 = . При несиммет-
ричных промежуточных опорах эффекта сближения частот с увеличением 
жесткости 2k не наблюдается и равные частоты не появляются.         
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