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В соответствии с семи.тетним п.таном развития народного хознИ­
ства нашей страны за последнее время значительно расширилось 
использование в строительстве и машиностроении .lегированньr.\ 

сталей и ряда новых конструкционных материалов, как сплавы 
алюминия, стеклолластики и др. Бо.r1ьшинство указанных материа­
~ов в значительном диапазоне рабочих нагрузок имеют нелиней­
ную зависимосп между напряжением н деформацией, нричем не­

которые из них нв.1яютсн нели.нейно-улругими. Учет неJшнейных 
факторов в задачах динамики вскрывает новые, практически ва>I..:­
ные, закономерностн в поведении систе:v1, которые не :.-~огут бын, 

обнаружены IJсходя из .швейных дифференциальных уравнений. 
Исследование колебаний упругих систем в нелинейной поста­

новке (параметрические ко.тебания, автоколебания висячих мосто:{ 
н авиационных конструкннй) стало развиваться, в основном, в по­
следнее десятилетие nосле фундаментальных работ професеаров 
В. В. Болотина и И. И. Гольденб.тата. В настоящее время это:.tу 
вопросу посвящено значительное чис.ю научных исследований. 

В данной работе nроводится исследование свободных колеба­
ний, ста гической и .J.Инамической устойчивости прямолинейных 
стержней н арок при не.1ннейной зависимости между напряжение\! 
11 деформацией. 

Диссертация состоит из шести глав. В первой главе содержит­
ся обзор .l!Пературы по динамической устойчивости стержней 11 

арок, расчету стержней на устойчивость в условиях по.тзучести н 
устойчнвости сжато-изогнутых стержней за пределом упругоСl!i 
прп кривоюшейном очертании диаграммы растяжения. 

Во второй глане выводятся выражения для внутреннего изгii­
бающего момента, действующего в сжато-изгонутом стержне пря­

люугольного полеречного сечения. Нелинейнан зависимость между 
напряжением :; и относительной деформацией апроксю.!l!­
руется степенной функцией с двумя лараметрами вида 

(1) 

Зависимость (11 использовалась для алроксимирования криво­
.1инейного участка диаграммы растяжения в работах А. В. Дят.lо­
ва, П. А. Лукаша, А. П. Фи.1ина, Н. Хоффа и др. авторов. 

3 

   Н
ТБ

 

ДН
УЖ
Т



Данная зависимость яв:1я~тся достаточно обlщ'Й. Так при n= 1 
она соответствует закону Гука и при n =' -закону деформиро-

вания жестко-п.1астического тела. 

Недостатком указанной зависимосТl·и является нлохое совпаде­
ние с опытной диrраммой работы материала при \1а.·1ых значениях 
действующих напряжений. 

Постоянны~ К и n, входящие в принятый закон деформирова· 
ни я ( l), опреде.1яютсн по :-.1етоду, разработанному в ЦНИИСК<' 
J<анд. техн. наук П. А. Лукашем. 

Рассмотрены случаи работы всего сечения на сжатие (малы~: 
прогибы) и когда в части сечения имею1ся растягивающие напрн 
жения. Выражения для изгибающих моментов М в безразмерны\ 
ве.'!ичин:Jх соответственно имеют вид 

1 [ tn = ------ 1 -
nЛ2~rr-t ~) 

(2) 

т- n {~г 3_)1 
-1 i-2п\ ) .. 

1 п_J _ [ 1 _ (n-1)(~_±__!]_ ( __!;~-)2 n :": 2-

pl n 2n2 1 3 

(n l)(n-3) (2n+l) ( :Р )-!iн ,. 1 l 
24n4 ~· 3 

где: 

м р ' l m=--
FKl ' 

?:=--
FK' 

1.= ·--. 

8 1 =0,1 (1-п)(п-,-2) 

F = ЬIL·-п.ющадь nоперечного сечения, 

Р- сжимающая продольная СИJ1а, 

!-длина стежня, 

R-радиус кривизны упруrоА .11инии, 

i-радиус инерции nоnеречного сечения. 

R 
f)==--> 
• l 

(3} 

В третьей г.ывс рассматриваются свободные ко.1ебания и дина 
\rичесi<ая устойчивость сжатых стержней идеа.'lизированного дву· 
таврового и прямоуго.1ьного поперечных сечений при нелинейно;i 
упругой зависимости a-·s вида(!). 

На примерr стержни н..:rеализированного двутаврового сечения 
проводится сравнение влияния нелинейной зависимостн а = i (е) 
на свободные колебания сжатого стержня по отношению к д.руп1'1 
не.тшнейным факторам. Показано, что в ряде случаев нелинеii­
ность упругой зависимости ~ = ер (е) является преобладающим нс·­
.'lинейным фактором. 
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В с,1учае периодической прододьнон сиды 

принимая для пере~rещенr1й стержня выражение 

kr.x 
у(х, t) = f(t) sln -

1
-

(4) 

(5 

н нспо.1ьзуя ~lетод Бубнова-Галеркина, по.тtучено уравнение днна­
~шческой устойчивостн стержнн идеатвированного двутавровог11 
сечения 

c/2·w(t} 
dt

2 
+ !..! 2 (l-2t~cos fJ t- :~ 1 cos• ~t-- ... )·ш(f)-

- __!!____ ~P-r, (1 т f1 2 cos 9 t+ ... ) w 3(t) =О 
8 

Г4~: 

'lt'( l; == !~ t) J 

l 
<У2- ")2(1-''" ) 
-- - ·- v ~ 1 ' (' 1 

nc"' pt - фф "' . с..о=о ----;
1
-- ----- -- КОЭ Н IЩеНТ ВОЭIJУЖ;'\е!IИЯ, 

2(1--с 1) Р0 
с" т. = ______ \_ 

1 1 11 ' 
-с, 

pt 
u.,=-n ---'- р_ J 

JJ 

(б) 

р критическая сила по теории касате.1ыюго 

:wоду.'Iя. 

Опреде;Iяя по:юженнс r.1авной об.1астн 
няв ;:ця функrti!Н ш (r) выражение 

·~·u(t) "с.= а. sin -~! + l1 cos 
2 

пеустойчнrюстн 11 пр11-

fJt 

2 

:\!етодом Бубнова-Га .. 1еркина по.1учено следующее выражение, свя­
эывающее критическую частоту воз:-.rушающей сн.1ы 9 и безраз­
''ерную а~ш.111туду ко:rебаннй А: 

~2 1 3 
- "-= 1 + !-'-- ___ 2 ___ fl'f-LI- -32 в Yj А:. 
4Q2 -

(7) 
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При nc_~J, что соответствует «спрямлению» не.;"Jинейной характе­
ристики \1атериала,r..L 1 =В=О, Р, = P"!l, где Pi- эйлерово значе1111•.~ 
критической силы, уравнение (7) совпадает с известным уравне­
нием для стержней, материал которых точно следует закону Гука. 
Так как для значений n, удовлетворяющих неравенству 1 <п<2. 
что соответствует малой «мягкой» нелинейности, коэффициент R 
отрицателен, уве.1ичение амплитуды будет вызывать «затягиванш'» 

колебаний в сторону большпх значений критической частоты li 
При п>2 «затягивание» колебаний будет происходить в сторону 
меньших значений частоты Q. 

Для оценки смещения границ главной области динамическоii 
неустойчивости, вызванного нелинейностью зависимости " = ~ ( g) 
по сравнению с их по.10жrнием при n= 1, выражение (7) нредстаа­
.1е1ю в виде 

~1 К 1--с" ( --=-- 1 1 
4~~ 2 1 Е 1-с~ 

1 3 •· 
tt- -- •1•1 ---- B·r А-) ' 2 t' 1 32 i• ' 

Ро 
с., = -- , А с=-с 1 - а2 -~--ь2 
- р~ 

где: ~2 1 -значение ~2 при n = 1, 

Как с.1едует нз проведенных вычислений, J.,lя с.1учая :-.Jа.1ой 
«мягкой» нелинейности происходит смещение главной об.1асти дн­
намичесiшй неустойчивости (включая и основание) в сторону мень­
шнх значений возбуждающей частоты О. 

В этой же главе рассмотрена динамическап устойчивость стерt" 
II5I прямоуго.1ьного поперечного сечени5I. В первом приближеннн 
для I<ритических значений отношения 0!2[1 получена форму.1<1 

82 1 1 
---- = 1 1= -- "lf..Lt + -- "{f1t 2 --

4Q2 2 2 
(9) 

где 

В случае малых «мягких» нелинейностей (1 <п<J ,8) коэффи­
циент В 1 отрицателен и уве.шчение амп.аитуды будет вызыван 
«затягивание» колебаний в сторону больших значений критической 
частоты в. 

Получена поправка,даваемая вторым приближением. Исс.lедо­
ван случай линейного сопротивления. Характер смещения гранин 
г.1авной области неустойчивости, вызванного не.:шнейностью 
упругой завиенмости ~=<р(€), по сравнению с их положением пр11 
выполнении для материала закона Гука, аналогичен указанном\· 
случаю стержня ИJ!еализированного двутаврового сечения. 

l!i 
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Полученные уравнения справедливы при отсутствии в крайних 
фибрах сжатого стержня растягивающих напряжений, что соо1'вет­
ствует неравенству 

h 
Zo > --• 

2 
(10) 

1 де /1 --- высота сечения, 
zo - расстояние от центра тяжести сечения до нейтра:1ьной 

.1ИНИИ. 

Неравенство ( 1 О) будет справедливо для безразмерных ампли­
туд, удов.Тiетворяющих ус,тювию 

А 
2с" 1 ( 11 ) 

В четвертой ГJiаве рассмотрена динамическая устойчивость сим­
метричных I<олебаний круговой двухшарнирной арки прямоуго.li,­
ного поперечного сечении при нелинейной упругости материала. 

Ilpи нагружении арки равномерно распеделенной радиальной 
нпгрузкой вида 

( 12) 

уравнение' вынужденных 1\О:Jебаннй в плоскости арки представ.1с­

но в виде 

- (FH)"Il~ -- (uv' 2и''' и")- В,(FК)Зв h' [z2z' _t_ 
12n R"+2 qв-l(f) 48n3RH(n •2) qэn-l(f) 1 

+ z(z'Y + 6zz'z" + 2z1z" J -\-- q(t)z' + mR ~ (n" -и)=О (13) 
дt2 

где: R --- радиус недефор:чнрованной оси арки, 
и -- тангенциальные псремещения 

(здесь для сокращенин обозначено z = U111 +и'). 

Принимая д.151 перРмещеннй выражение 

11 (14) 
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rде~ р по.rювина цеl-lтрального угла арки, уравнение динамиче-
ской устойчивости nриведено к виду 

d 2w(t) 
(1 + ~ COS 6 f) df~ + ~-г 2 (1 - Т,VCOS 6t) W\f)-

-+ 812 2 -~ 1 (1-'1 1 cos бt)u•3(t) =о, ( 15) 

rде 

'/ = ( n 1 ) ..дL , 
qo 

~"22 = ш1(1 - dn)p n-1 
1111 1) t 

1tЧ К( 1t:-~2P 
щz === ------------- nd" -, = --- -----

1 (n-1 )(1--dn)' nR~m~4(3~2 тс2) ' 

·1
1 

= 2n ___ qt 
qn 

D 

qoR 
Po=--

FK 

- _1 h2 , ,t·г---- --
q: = FK ~ 1 2пRn• 2 ( r - 1 )- критиqеская нагрузка для 

арки ло теории касательного ~n­

дуля. 

Из rюс:Iсднего уравненнн. ~rетодом Бубнова-Га.1еркнна, по:rуче­
на фор:>;rу.1а для оnределении в первом приближении границ r.lав­

ной об.1асти неустойчнвостн си:VI'>I<~тричных ко.rн~баний арки: 

2 
1 1 •) 

"''/--!- ---- "''1" 
1 1 4 j 

где: ·r = -,, + 1. 

~-В~-Гj~А~, 
16 

( 16) 

Как СJ\едует из уравнения (16), paciiO.'IOЖeiШe а:чп,lнтудно-час­
тотных кривых параметрических колебаний арки аналогично рас­
оютренно\lу выше с.тучаю стержня прямоуrо.1ьноrо лоперечного 

се-чения. 

,:Тая сравнении по.:южения rрающ r.1авной областн неустойчн­
вости при нелинейной зависимости ~-е с их nоложением nри вы­
полнении д .. ·1я материа.~Iа закона Гука. уравнение ( 16) прнведено 1; 

виду 

( 17) 
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где: Q 1 -значение Q nри n = 1, 

d о= ~-] - , q*-··крнтическая нагрузка nри n=-1. 
q* 

Отношения d и d 1 связаны зависимостью 

где: q =о q*R . 
* EF 

·(18) 

Так как д.'IН малых 11е,1инейностей влияние амшштуды не часто­
ту колебаний незн<1чнтелыю, в уравнение (17) не вк.1ючен ч.r1ен, 
содержащий А2 

Наибо.1ьшая величина алшлитуды колебаний, до достижения 
которой все сечения арки остаются nо.'lностью сжаты и, следова­
тельно, неравенство (10) бул.ет выполнятсья, оnределяется усло­
вием 

А 
tr J 3 + 1 пz + 2n · 

Рассмотрю! api{Y. для которой h = 0,08R, ~ = ~;з. 

(19) 

Тогда q*"~4,27.I0· 3 Примем n-~=1,06, К=0,732Е, ci 1 =0,75, 
При q1=-0,2ct" находн~1 cf"=(), 784 н нз формулы ( 17) следует 

0,726 

Для 'той же ар"и, при 11 

0,83Н 

о 

221 
1,065. 

1, получим 

1, 14. 

В связи с че~1 учет дaiiHOI'O нелинейнога фактора являетсп IIL'· 

обходи~1ым при расчете на динамическую устойчивость и колеб;J­
IНIЯ конструкция из :-.1атериалов, имеющих нелинейную упругую за­
nнснмость между ~ и как, например, ряд типов стеклопластн­

ков и при р<1счете л.е\шфирующих устройств, имеющих нелинейные 
э.1ементы. 

В пятой главе расо1атриваеrся устойчивость сжато-изогнутого 
стержни nря,rоуго:Iьного поперечного сечения в ус.1овиях устано-
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вившейсн по.1Зучести. Зависимость между напряжением, скоростыо 
деформации и временем принята в виде 

(20) 

В случае действия на стержень поперечной нагрузки Q, при.1о­
:женной в средне~! сечении стержня, в крайних фибрах :-.1атери_а.1:1 
стержня образуются растягивающие напряжения. Положение гр а· 
ниц зоны растягивающих напряжений определяется неравенстВО\1 

(21) 

где: 

Q q=--
FH 

а=~- безразмерный прогиб в среднем сечении, 
l 

х1 -- расстояние от опоры до начала растянутой зоны. 

Изменение величины х 1 от О до 0,2, что соответствует распро­
странению растянутой зоны до 60"" д.1ины стержня, незначитедьно 
изменяет потенцна.r~ьную энергию изгиба, приходящуюся на часп, 

стержня, имеющую р<н:тягивающие наприжения. Это измененн~: 
потенциальной энергии изгиба .1ежит в преде~1ах от 1,2% до 7,4% 
по отношению к ее значению при х1 =0,1, что не превосходнт 
точности расчетов на ползучесть. Ввиду чего в дальнейшем прн­

нято х1 =0.1. 

ИспоJiьзуя разложения по степеням 2z0/h и представляя бе:-1 
размерный прогиб в виде произведения ;.щух функций 

u•(t, х) = a(t) slп т. х (22) 

интегрируем уравнение устойчивости стержня методом Бубнова­
Галеркина в пределах растянутой зоны. Указанный приближенный 
способ интегрирования уравнений устойчивости в пределах растя­

нутой зоны впервые ислользова.1ся в работах А. В. Дятлова. 

По.1ученнос уравнение движения стержня имеет вид 

D (-da )l'''--a--o2(~)-I"п_u.(~)-.з,n __ [J,=-=0, (23) 
1 dt dt 1 ,, dt 
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где: 
30 1 2in 

n '" D!= •)· 
0,204(1 +2п) 1.-'

11 р 

о,5 r 2п J sln • ':": xdx 

0,1 

(n-1)3"s л.2fn р OJ~5 2n 
D. = --''--<----'--- sln • тrxd л 

• 2/n 
0.408n 1t · O,l 

11·· 6,11 ., 0,5 2 _ (n-1)(n-3)3 " 1. · Р" • . n~ 
D. = ---- ~-'-----'-- --- j sш 1tXdX 

3 Щn 
4,90n3

-:t o,l 

D, =0,2461. _.9:_ · 
р 

Здесь для сокращения обозначено: 

n+l 
---'--=nl, 

2n 

n -1 

2n 

n-3 
2n 

Для показате.1ей nолзучести n, равных 3, 5 н 7 коэффнцнеНl ы 
уравнения (23) nримут значения 

-------------------------· 
1 

__ п_. --~---~--- -·---·----~~------------~-D_э ___ _ 

: --'----------'----------------------·-- -.-

3 
2,622 

0,3608 /.2'3 р 6 

1 

1 

5 
1,968 

1,47.10'- 3 1.1:2 р~ 0,6175 л2i 5 р 

7 
1,750 

),2;7 р 
О, 7755 1.217 р 

Параметрические уравнення ннтегра.1ьной кривой, без учет:~ 
ч.1енов, содержащих коэффициент Dз, дающий поправку не nревос­
ходящую 2%, имеют вид 

(24) 

1~ 
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т 

гд.е: 

__ D_.::l_ r. u.
1
11-1 - I:J.; -1 ), + n ~-~- (_u ~.·;:~- ,.n

1
+1 ) 

fl ·- 1 ' о ' 1 \ • о .~ 

( 
da )1 n 

~ = dt' - параметр, 

f'-0-значеиме параметра 
Т -время достнжени11 

ао Д.О а. 

nри t =0, 
стержнем проrиба 

(25) 

от 

Причем а0 яв.1яется упругим нли упруго-пластическим проrн­
бом, образовавшимен при t-=0 от действия приложеиных внеш­
них сил. 

Из уравнений (24) и (25) следует выражение для критическог() 
времени Ткр соответствующего достижению сжато-изогнуты': 
стержнем бесконечно большего прогиба 

(26) 

где нача.1ьное значение параметра 1.10 определяетсн нз ypaвiiC'IIIIH 

(24) по нача.'lьному лроrибу ао. 

Рассматривается с.1учай действия на стержень ыалой попереч­
ной нагрузки и малых прогибов, что соответствует работе ВСЕ'Г:J 
нолеречного сечения на сжатие. 

Как следует из анализа полученных выражений, небо.1ьшая по­

перечная нагрузка значите.1ьно снижает критическое вреыя. Так, 
поперечная сила, приложеиная в среднем сечении и составляюща~ 

3% от продольной нагрузки, снижает критическое время примерi!Г> 
в два раза. 

В шестой главе, ДJ1Я зависимости между напряжением н дефор­
\Jацией вида ( 1) рассматривается статическая устойчивость сжа­
то-изогнутого стержня и круговой двухшарнирной арки, нагружен­
ной гидростатической нагрузкой. Принимается ус.1овие реверсив­
Iюсти диаграммы растяжения, что характеризует упруго-нелиней 
ный материал. Для улруго-л!!астических лtатериалов ус.r:ювие рс­
версивности диаграммы растяжения соответствует принятию зак(J­

на нелинейной разгрузки. Указанное допущение в этом случае лрii­
водит к меньшим значениям критических сил по сравнению с рас­

четом по теории приведеиного модуля (линейная разгрузка) и 

большим по сравнению с расчето;н по касательному моду.1ю. Т<;­
ким образом, принятые ус.1овия приводят к промежуточным зна­
чениям критических сил по сравнению с двумя общепринятыми М(;­
тодами расчета на устойчивость в упруголластической стадии. Bвll­
.lY чего полученные результаты могут быть использованы д.1я рас-
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четов как в уnрутой области, tак н за пределом уnругости при крн­
волинейнолJ очертании диаграммы растяжения. -В с.1учаях двухшарнирного стержня идеализированного дB)Til~l 
рового сечения, сжатого двумя продольными силами Р, наrрузЕ.t 
и nрогиб связаны уравнением 

(27) 

ю.1еющнм решения 

2 1-с" 

rг ---т· 
(281 

где: 

р 

С=- Р, ' В= (n-l)(n-2). 

Ввиду того, что при выводе (27) исnользовалось разложение П\) 
стеnеням у h по.чченные выражения для безразмерного прогиб;J 
будут сnравед:швы при а<2. 

Так как в слу•1ае «ыягкой>> характеристики д.ГJя значений n, .1~'­
жащих в nределах 1 <п<2, коэффициент В отрицателен. стер­
жень остается прямым до достижения сжимающей силой крити 
•1еского значения по теории касательного модуля (Р-~·-=Р, ) nосле 
чего nрогибы растут с уве.1ичением сжимающей силы, что ана.'!о­

гично поведению упругих стержней нз материа.1а, подчнняющеrосн 

:iакону Гука. 
В случае «мягкой» характеристики при п>2 н «жесткой') 

(n< 1) коэффициент В положите.ТJен. Стержень также остается 
nрямым до достижения сжим<нощей си.1ой критического значеннн 
Р, , после чего увР.1ичение прогиб<~ сопровождается снижением 

силы. 

При действии на сжатый стержень поперечной нагрузки Q пр11-
.1оженной в срсдве~1 сеченнн стержня, в большинстве случаев соче­
тания нагрузок в средней части стержня образуется зона растягн­
вающих наnряжений. Размер указанной зоны, в с.1учае стержнн 

nря~Iоуго.1ьного поперечного сечения, опреде.'!яется выражением 

2 С11 

(291 . --··-·--------

расстояние от оnоры до части стержня. имеющей растя­
гивающие наnряжения. 

13 
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Уравнение, связывающее прогиб с приложеиными нагрузками. 
н это;-.t с.1учае, имеет вид 

(30) 

Коэффициенты в._~ аналогичны коэффициентам уравнения (23) 
и :v~огут быть по.1учены нз пос.1едних заменой величины 

р 
p==--

FH 
величиной 

р 
а=--· 

FK 

В дальнейшем, как и при исследовании работы стержня в \'С.lо­
внях по.11зучести, принято .Х1 =0,1. 

Рассмотрим более подробно случай n=3. 

Уравнение (30) при этом примет вид 

r .а.е: 
Q 

~о=--
р 

Исс.1едуя пос.1еднее уравнение на экстремум, по.1учим выраже­
р 

ние д.1я максима,пьного значения отношения с= --- сnответ­
Р~ 

ствующее превышению сЖИl\tающей силой ее значение по теории 
касательного модуля 

а 1;3 
C,nax = --:---:-=-;:--,*~-:::-::=-::~;;---

}, 137 а* + 0,0698 ), ~ 
(32) 

где а* ве.'шчина критического прогиба, опреде.r1яемоrо выражениеч 

Прн отсутствии поперечной нагрузки (~=0) величина безраз­
мерного критического прогиба будет равна а* =0,688. Из фор· 
мулы (32) при этоы следует Cmax = 1,128. 

При отсутствии поперечной нагрузки н ма.1ых прогибах опрl'­
де.lяемых н ер авенетвам 

(34) 
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в крайних фибрах материа.та стержня не будет возникать растн­
гнвающих наnряжений. Ввиду чего форму"1ы (30) ---- (33) не могут 
быть испо.1ьзованы. Уравнение устойчивости стержня в этом с.1учаt> 
Itмеет вид 

?_~_ ('w" )3 _ w'' __ 
n,_~,_~" n ),2а:" 

lo2' =0. (35) 

Отсюда, д."1я с;rучая шарнирного креплення опор стержня, нс­
rrо.тьзуя ~tстод Бубнова-Га.1еркина, nолучены выражения дл,я про-
гнбов 

(36) 

Ус.1овие отсутствия в л-rатериа.1е стержнн растягивающих напря­
жений приводит к неравенству с>!. Ввиду чего выражения (35) 
11 (36) будут справедливы лишt, при превыrленни oюtM<liOllH'Й сн­
.1ой ее критического значения. 

В случае малой «мягкой» неливейности (l<.n<l.8) 1\оэффн­
uиент В, отрицателен и, как с.ТJедует из выражения (36), стержет, 
остается прямым (а 1 =0) до достижения сжимающей силой значе­
ния Р-=Рс после чего увеличение сжимающей силы сопровож 

J.ается образованием и пос.1едующим ростом прогиба. данный npe­
дe.'l нзменения показателя n соответствует наибо.ТJсс Тitпичны~f вrt 

.1.а~1 нетrнейных характеристик материала. 
Рассматривается также устойчивость стержня с жестt\О ]<JI\реп­

.1енными концами. 

Д.тя пологой круговой арки прямоуголыюго поперечного 

сечения, нагруженной гидростатической нагрузкой q, прiт 
\lаJтых прогибах, определяемых неравенством ( 43), в крайн11х фи б 
рах материа.'Iа арки не будет возникать растягивающих наrтрЯЖl' 
ннй. Уравнение устойчнвостrt арки А этом с.rтучае имеет АИд 

где: 

1 N 
J."_,i __ ' '-= КЕ' 

·z•-радна.1ьный прогиб, 

1 -длl!на стержня арки, 

ql 
tf= FH' 

:t "~~ о ,. 

R r----. - l 

N-сжимающая сила, действующая в nоперечном сечении 
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(штрих означнет .1,нффt'р<:>нцrtрованне no безраз\tерной координат.~ 
Х ~= Xil). 

Принимая для безр<1змерно1·о прогиба выраженне 

v ~-=а sln "х, (37) 

что соответствует нзгибу арки по одной полуво.ане синусоиды 11 
решая уравнение (36) ~н:•тодом Бубнова-Га.1еркина, находи:\! 

/' 4/. 
(38) 

Учитывая изменения расстояния между опора~! при дефор~а 
ции арки, по.1уЧю1 зависимосп \!ежду прогибом и безразмерной 
сжимающей сн,1ой 

где: -~=8:._-r:;;га, 

·--~- -·-· принеденный коэффициент жесткости опор, 
1+~ 

относитед~оное смещение онор. 

(39) 

С учето~1 noc.1e:щero выражсt!!IЯ, 113 уравнення (38), пренебре· 
ГаЯ как :l!a,lЫ~I ПОС,lЕ'ДНИ\1 C.li\Г(IE'~IЫ~I, ПО."IУЧИ\1 :JаВИСИ\!ОСТЬ :\IE'Ж.J.~· 

r1рогибом 11 нагруз[(ОЙ 11[111 симметричных дефор:-..1ациях арки 

г 
-------

1 (40) 

Д.1я ~-1а.1ых значеннй нaчa.lhHoro радиуса l<ривизны (г= 1 ~:3 ~ 
11 ча.1ых проrибах (а <ОА) выражение (40) значите.1ьно упрощае<­
ся. Пос.1едние два ч.1ена в круr,1ых скобках и второе слаrае~юе l\ 

выраженип д•lЯ -~ в этом случае .1ают поправку не бо.:Jее 4% и ~ю­
гут бытr, отброшены. Пос.'lе чс1·о выражение (40) прн~1ет вид 

q= r 

lб 

. 1 ·2а . 
V тr).r 

( 41) 
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Так как критическая нагрузка по теории касательного ~одv~и. 
соответствующан точr<<.> бифуркации форм равновесня арюt, равна 

n 

!Т"' 

if к r ~-= V 11 ).:~n (42) 

то, прнравнивая выраженин для нагрузок (41) 1r (42), получнч вы­
рiiженне д.rtя критического проrиба 

nрн достнжении которого арка, изгибаясь в начале по одной no.l\"­
вo.rrнe, теряет устойчивость, изгибаясь по двум полуво.щам. 

Наибо.1ьший nрогиб, до достижения которого в крайних фщi­
рах материа.1а арки не будет растягивающих напряжений, 11, с.1~'­
довательно, полученные выше выраж~ния. (38) --(41) будут спр<J­
ведливы. опр('деJiяется веравенетвам 

8 i, 2 (n }· 3 + J fiJ-:-iit) 
-- -------n ..,п 

1 

( 43) 

Н с.1уч<1е распространения растягивающих напряжений на бо.ll·­
шую часть стержня арки, по.1ожение границ растянутой зоны \tr• 

жет бып, оnреде.'!ено иэ соотношения 

(44) 

где Х1 расстояние от опоры арки до JI<Jчa:Ia растян~·той зоны. 

Раз.1агая резу.1ьтат интегрирования уравнений равновесия по 
степеням 2z0 _!h, по.'!учено уравнение устойчивости справед.1иво' 
на участке длины арки. нмеюще\I растянутую зону 

з1."2n::(·v'')l1, [. 1\' (-v''')' ]+ (n--1)~~ ___ --.:,__,_..:,_,. - - v -- 111 - . 
'1, 2 )'l'''n v" ~n231::2n,(-r/')"~ l -т n t. -. _ · 

l ( -•'''Р] "-'"·--- n., ,~~-· 
- " ·(1 

(v'"P 1 .",J __ 
. rt'" 

1 7. " 
·-j- ----~' 

). 
lJ О. ,. 

где: 

( n--1 )(n-·- 3) 
:Зз == 

1 -n. 
1/l·~c= --' 

lтn 
ns==---' 

-З+п /1.,=--. 
·) n n n 
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I:Iспо.1ьзуя, как и в с;Jуч<н.· работы стержня в yc.lUBitяx по.lзу­
чести, приб.пижснный ~IРтод интегр11рования уравнения (45), прl!­

мем х, =0,1. 
При этом на среднюю часп. стержня, имеющую растянутую 

зону, составляющую 80% длины стержня арки, приходится 98% 
общей потенцнальной энергии изгиба. 

Для прямо-симметричных формы потери устойчивостtt, приме­
няя метод Бубнова-Га.'!еркина, ЛОJlучено уравнение, связывающеt• 
прогиб С нагрузкоЙ. В_ 'llll:THO~I случне, ПрИ n=3, ЭТО ypaвнeHitl' 
прiВ1l'Т вид 

аl!З ( 1 • а ) - ,_2 
1/=8,98 -~-+ ----- -- 6 64 -- 1. ·+ 1 98-) -----

f_5/3 ,. • i. ' ;)1З al/3 ' 
( 46) 

где :>: олреде.1яется нз выражения (39). 

В случае жесткого креп.lСШiя опор при отсутствин в крайннх 
фибрах арки растягивающих нанряжений д.1я пря~ю-сн:\1метрнч· 
ных фор~t потери устойчивости, по.пучим 

' 1 ~J t1 
q = t --;-- - --:;-- -- 16 т:',. 

) 'i ~~ a"tj 

"4 ),2,·' 
( 47) 

где: .,, = 2 i. - 1't"~ ,. а. 

Аlаксю1а.1ьное значение прогнба. до достижения которого 
чатерна.1е не возннi<Мт растягнваюншх напряжений, опреде.1етс>1 
неравенством 

где: 

18 

а 
'2lJ i. "(-1" 

;cJ [J 1" г 

" Ь=---·· 
4 т: 2(" ~ . 3 

(48) 
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