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В статье приведены результаты математического мо-
делирования движения одиночной колесной пары с под-
вижными гребнями в прямых участках пути. Перспекти-
вы уменьшения износа гребней колес оценены по сниже-
нию удельной работы сил трения  в гребневом контакте. 
Ключевые слова: износ, колесо, моделирование, трение, 
работа, подвижный гребень. 

 
Постановка проблемы. Как показывают рас-

четы кинематики движения, колесо рельсового эки-
пажа новой конструктивной схемы (с подвижным 
гребнем) обладает рядом свойств, позволяющих 
снизить скорость проскальзывания в гребневом кон-
такте и, соответственно, износ контактирующих по-
верхностей [1, 2]. В связи с этим представляется це-
лесообразным дальнейшее изучение перспектив ис-
пользования колес новой конструктивной схемы  в 
экипажных частях рельсового транспорта. 

Для определения эффективности использова-
ния рельсового экипажа с колесами перспективной 
конструктивной схемы необходимо рассмотреть его 
динамическое поведение при движении в прямых и 
кривых участках пути, определить показатели дина-
мических качеств и значения критериев износа 
гребней колес, сравнив их с соответствующими ве-
личинами для традиционных конструкций. Очевид-
но, что данную задачу возможно осуществить с 
наименьшими затратами времени и средств посред-
ством математического моделирования. 

Анализ последних исследований и публикаций.   
В настоящее время  для математического опи-

сания движения рельсовых экипажей предложено 
значительное количество моделей с различной сте-
пенью идеализации и детализации систем, подроб-
ностей описания реальной геометрии поверхностей 
катания колес и головок рельсов, а также упруго-
диссипативных характеристик связей между эле-
ментами систем. Выбор расчетной схемы и состав-

ление уравнений движения колесной пары осущест-
влялись на основе анализа результатов работ [3-8]. 

Результаты исследований. На первом этапе 
исследований были изучены особенности динамиче-
ских характеристик движения в прямом участке 
рельсового пути одиночной колесной пары с коле-
сами перспективной конструктивной схемы в срав-
нении с подобными характеристиками движения  
традиционной колесной пары (ТКП).  

Идеализации и допущения при составлении ма-
тематической модели движения колесной пары бы-
ли приняты общеизвестными, как и в большинстве 
исследований в этой области динамики [3, 5, 9-11], 
т.е. колесная пара, взаимодействующая с рельсовым 
путем, представлена в виде нелинейной механиче-
ской системы, состоящей из абсолютно твердых тел, 
соединенных упругими и диссипативными (вязкого 
или сухого трения) связями. На рис. 1 представлена 
расчетная схема колесной пары. 

 
 

 
 

Рис.1.  Расчетная схема исследуемой колесной пары 
 

Рельсовый путь представлен в виде балок бес-
конечной длины, лежащих на однородном упругом 



основании. Инерционные характеристики пути учи-
тывались в виде постоянной массы,  приведенной  к 
колесу в точке их контакта. В поперечном направ-
лении упруго-вязкие характеристики рельса моде-
лировались пружиной с вязким трением. Горизон-
тальные продольные перемещения пути а также 
кручение рельсов вокруг продольной оси не учиты-
вались. Принималось, что до момента касания греб-
ня с боковой гранью рельса отжатие последнего от-
сутствует, т.е. поперечная составляющая силы тре-
ния в контакте колеса с рельсом отжатия последнего 
не вызывает. Это упрощает решение задачи без су-
щественной потери точности вычислений [12]. Рас-
сматривалось движение колесной пары с постоян-
ной линейной скоростью при отсутствии силы тяги 
или торможения.  

В отличие от традиционной, модель рассматри-
ваемой колесной пары имеет в своем составе два 
дополнительных элемента (гребни с возможностью 
независимого вращения относительно соответст-
вующих колес вокруг их общей оси). Форма очерта-
ния гребня и поверхности катания колеса приняты 
линейными с установленной коничностью.  

Силовое взаимодействие колеса и соответст-
вующего гребня моделировалось постоянным мо-
ментом сопротивления Мс в узле их сопряжения. 
Касательные силы взаимодействия колес и рельсов 
определялись в соответствии с линейной теорией 
крипа, устанавливающей зависимость этих сил от 
безразмерных характеристик проскальзываний ко-
лес относительно рельсов. Контактное взаимодейст-
вие гребней колес с боковыми гранями головок 
рельсов моделировлось силами сухого трения, вели-
чина которых пропорциональна величинам  соот-
ветствующих направляющих усилий при постоян-
ном коэффициенте трения между гребнем колеса и 
рельсом.  Направление векторов соответствующих 
сил трения в гребневых контактах определялось в 
соответствии с  кинематическими характеристиками  
движения колес новой конструктивной схемы [1, 2]. 

Приняты следующие обозначения независимых 
переменных: у—поперечное смещение колесной па-
ры (относ); ψ—угол поворота колесной пары отно-
сительно оси ОZ (виляние);  φo—угол поворота оси 
колесной пары относительно оси OY;  φі—угол по-
ворота і-го колеса относительно оси OY;  φі

Г—угол 
поворота гребня і-го колеса относительно оси OY; 
урі—поперечное смещение і-го рельса. 

Результаты исследований [8, 13] свидетельст-
вуют о том, что силы взаимодействия деформируе-
мых колес и рельсов (тангенциальные силы) могут 
быть выражены через относительные скорости про-
скальзывания в точках контакта. Для описания связи 
этих сил с кинематическими характеристиками 
движения использована линейная теория Ф. Карте-

ра. Согласно [14], касательные силы  в контакте 

колеса с рельсом (силы крипа) пропорциональны 
величине относительного упругого скольжения 

(крипа) 

yxF ,

yx,  сопрягаемых тел или относительной 

скорости упругого скольжения: 
 

yxyx kF ,,                           (1) 

v

vck
yx ,                            (2) 

 
В свою очередь, относительные проскальзыва-

ния выражены следующим образом: 
- в основном контакте колеса с рельсом в попе-

речном направлении   
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- в основном контакте колеса с рельсом в про-
дольном направлении   

 

     

   
















]1

11[
1

1

11

iPii
i

Piii
xi

ryy

r

yyv
S

v



  ,   

(i=1,2)  (4) 
 

Координаты φ1 и φ2 принимались как малые 
углы поворота колес относительно общей оси ко-
лесной пары при учете ее конечной крутильной  же-
сткости, 

Уравнения движения исследуемой колесной 
пары составлены в следующем виде: 

- уравнение относа: 
 

02121 


Г
y

Г
yyyкп FFFFym ;    (5) 

  

где , — силы, возникающие в попереч-

ном направлении при набегании гребня колеса на 
рельс (направляющие усилия), которые задаются 
следующим образом: 
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где —перемещение левого рельса в 

поперечном направлении; 
P1y

              —перемещение правого рельса в 

поперечном направлении. 
P2y

 



- уравнение виляния: 
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iS —расстояние по горизонтали от проекции 

центра оси колесной пары на горизонтальную плос-
кость до точки касания  поверхности катания колеса 
и рельса: 
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Г
iS — предварение касания  гребневого контак-

та: 
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ir — текущий радиус качения левого ( 1i  ) и 

правого ( ) колеса:               2i 
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Ввиду учета в модели конечной торсионной 

жесткости оси колесной пары, отдельно составлены 
уравнения вращения левого и правого колес: 
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iMc —моменты сопротивления в узле сопря-

жения  левого и правого колес  и соответствующих 
подвижных гребней. 

Выражения для моментов сопротивления в уз-
лах сопряжения колес и гребней в общем случае оп-
ределяются в виде   
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где — максимальное значение момента со-

противления;  
0M

При решении задачи численными методами для 
устранения существенной нелинейности функций 
(11) аппроксимируем их в виде 
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где  — постоянная малая величина. 

Уравнения вращения гребней колес: 
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где — моменты сил трения, действующих  

на левый и правый гребень в продольной верти-
кальной плоскости 
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где — плечо  действия составляющей силы 

трения гребня по рельсу в продольной вертикальной 
плоскости.  

Г
іr

Уравнения поперечного перемещения рельсов 
[4]: 
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Интегрирование составленной системы диффе-

ренциальных уравнений движения колесной пары 
производилось с использованием математического 
пакета MATLAB.  

Значения исходных данных, принятых для рас-
чета, соответствуют основным показателям колес-
ной пары грузового вагона и представлены в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Исходные данные 
 
 

№ Наименование Обо-
зна-
чение 

Ве-
личи-
на 

Раз-
мер-
ность 

1 Масса: 
- колесной пары (с гребня-
ми) 
- подвижного гребня 

КПm  

Гm  

 
 
 

1200 
 

50 

кг 
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2 Коэффициент крипа: 
- в продольном направлении 
- в поперечном направлении 
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3 Момент инерции колесной 
пары: 
- относительно оси oy 
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4 Конусность поверхности 
катания колеса 

λ 1/20  

5 Радиус круга катания коле-
са 

r 0,475 м 

6 Половина расстояния меж-
ду кругами катания 

S 0,79 м 

7 Приведенная масса рельса mР 250 кг 
8 Поперечная жесткость 

рельса 
ср 810  Н/м 

9 Демпфирование рельса в 
поперечном направлении βр 4102   м

сН 

 
10 Угол наклона образующей   1,05 рад 



гребня колеса 
11 Коэффициент трения меж-

ду гребнем колеса и рель-
сом 

  0,25  

12 Крутильная жесткость оси 
коелсной пары 

со 107 Н/м 

13 Коэффициент демпфиро-
вания оси при скручивании o  

5102 
 

м
сН 

 
 
Ниже представлены некоторые результаты рас-

четов движения колесной пары по прямому участку 
пути.  

На рис. 2 представлен ряд характеристик изви-
листого движения колесной пары с колесами новой 
конструктивной схемы. Преимущество применения 
подвижных гребней колес заключается в том, что 
при взаимодействии такого гребня с рельсом угло-
вая его скорость будет несколько меньшей, чем уг-
ловая скорость колеса, вследствие чего значение пу-
ти проскальзывания гребня по боковой грани голов-
ки рельса будет меньше по сравнению с колесной 
парой традиционной конструкции. Соответственно 
может быть уменьшена и  работа сил трения в греб-
невых контактах. 

 

 
 

Рис. 2.  Некоторые характеристики движения колесной 
пары с колесами новой конструктивной схемы по прямо-
му участку пути: 1 – относ (у, мм); 2 – виляние ( , рад); 

3 – импульсы направляющих усилий, действующих на 
гребень левого колеса ( ); 4 – то же для гребня правого 

колеса ( );  5 – условные границы суммарного зазора 

рельсовой колеи в прямом участке пути; 6 – разница меж-
ду накопленными углами поворота колесной пары и лево-

го подвижного гребня ( , рад); 7 – то же для  правого 

подвижного гребня ( , рад). 
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При изучении особенностей движения колес-

ной пары с подвижными гребнями колес представ-
ляет интерес определение  зависимости параметров 

движения ее элементов от величины  значения , 

характеризующего сопротивление в сопряжении 
подвижного гребня с колесом. В проведенных рас-

четах рассматривались значения  от 0 до макси-

мальной его величины, препятствующей повороту 
гребня относительно колеса при любых условиях 
движения. 

0M

0M

На рис. 3 для примера показана зависимость 
разницы между накопленными углами вращения оси 

колесной пары и левого подвижного гребня  от 

линейной скорости движения колесной пары в диа-
пазоне от 10 до 100 км/ч при максимальном значе-
нии момента сопротивления  Н/м  за вре-

мя движения 10 сек. 
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Рис. 3. Зависимость  от скорости движения 

(t=10 сек,  Н/м). 
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Для фиксированной скорости движения 
( 20v  м/с) при возрастании значения момента 

сопротивлени 0  до максимальной величины, 

препятствующей повороту гребня относительно ко-
леса при любых условиях движения, зависимость 
разницы между накопленными  углами поворота оси 

колесной пары и левого гребн Г
1  за время дви-

жения 10 сек. от величины 0M  выглядит следую-

щим образом (рис

яM

я

  

. 4). 

 

 

 
 

Рис.4. Зависимость  от  Г
1 0M

(t=10 сек, 20v  км/ч). 
 

Величина  может быть пересчитана  в ве-

личину снижения суммарного пути трения подвиж-
ного гребня  колеса по боковой грани головки рель-
са.  
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В ряде исследований, например [15, 16], оценку 
снижения износа контактирующих тел предложено 



проводить с помощью достаточно часто используе-
мого энергетического критерия, представляющего 
собой работу А  сил трения в гребневом контакте, 
приходящуюся на единицу пройденного пути  L 

 
LАФ / ,                          (16) 

 
  Мы также принимаем этот вид критерия изно-

са для сравнительной оценки износа колес новой и 
традиционной конструктивной схемы. 

Величину снижения работы сил трения в греб-
невом контакте при использовании колес новой 
конструктивной схемы в сравнении с колесами тра-
диционной конструкции мы  можем определить ум-

ножая  величину  на усредненное по каждому 

импульсу действия направляющего усилия значение 
воздействующего на соответствующий гребень мо-
мента сил трения в гребневом контакте. 

Г
1

На рис.5  приведены графики, представляющие 
зависимость снижения величины выбранного крите-
рия износа, исходя из снижения работы сил трения в 
гребневом контакте одного из колес новой конст-
руктивной схемы, в зависимости от максимального 
значения момента сопротивления  при разных 

скоростях  движения  колесной  пары за время дви-
жения  t = 10 с. 

0M

 

 
 

Рис. 5. Зависимость уменьшения величины критерия  
износа в гребневом контакте от  0M   (за время t = 10 с) 

при скорости движения:  1 – 15 м/с; 2 – 20 м/с; 3 – 25 м/с. 
 
Анализ графиков на рис.3-5 показывает, что с 

увеличением момента сопротивления в узле сопря-
жения колеса и подвижного гребня, угол поворота 
последнего относительно соответствующего колеса  
за рассматриваемый период движения  колесной па-
ры уменьшается. При этом возрастает путь трения 
гребня по рельсу при их контактировании и, соот-
ветственно, снижается выигрыш в уменьшении 
удельной работы сил трения в гребневом контакте в 
сравнении с колесом традиционной конструктивной 
схемы. 

Выводы.  Результаты, полученные при мате-
матическом моделировании движения колесной па-
ры с колесами новой конструктивной схемы по пря-
мым участкам пути, показывают, что важным  пре-
имуществом использования колес такой конструк-

тивной схемы является меньшая величина работы 
сил трения в гребневых контактах, что дает основа-
ние ожидать меньших величин износа взаимодейст-
вующих поверхностей (гребней и боковых граней 
головок рельсов) а также уменьшения сопротивле-
ния движению рельсовых экипажей и энергозатрат 
на тягу поездов, по сравнению с соответствующими 
показателями экипажей с колесными парами тради-
ционной конструкции. Результаты данного этапа ис-
следований свидетельствуют о необходимости 
дальнейшего изучения особенностей движения 
рельсовых экипажей с колесами новой конструктив-
ной схемы не только в прямых, а и в кривых участ-
ках пути, где ожидается более ощутимый эффект от 
применения усовершенствованных ходовых частей. 
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Михайлов Є.В., Рейдемейстер О.Г., Семенов С.О., 

Макаров К.В. Математичне моделювання руху коліс-
ної пари з рухомими гребенями. 

У статті приведені результати математичного 
моделювання руху одиночної колісної пари з рухомими 
гребенями в прямих ділянках колії. Перспективи зменшен-
ня зносу гребенів коліс оцінені по зниженню питомої ро-
боти сил тертя  в гребневому контакті. 

Ключові слова: знос, колесо, моделювання, тертя, 
робота, рухливий гребінь.  

 
Mikhailov E., Reidemeister O., Semenov S., Makarov 

K. Mathematical modeling of movement of a wheel pair 
with movable flanges. 

The paper identifies the results of mathematical simula-
tion a motion of single wheel pair are resulted with mobile 
combs in the direct areas of way. The prospects of diminishing 
of wear of combs of wheels are appraised on the decline of 
specific work of forces of friction  in in flange contact. 

Keywords: wear, wheel, simulation, friction, work, mo-
bile flanges. 
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