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Широкое внедрение гибких инженерных ко.нструr.ций и слож-

ных ыеханизмов, подв~рё.еаных воздt:йствию д1ша~.шчсских нагру -

зок, вызвало во многих от;::~аслях совренеиного строи!ельства и 

wашиностроенип постаJ.IОВУ.У ряда актуальных задач, сред:1 которт: 

ваЮ!nе м~с·;о занимаю:r задачи усто~чv.востv. неr.~;непных ttолебатель­

ных nроцессов. Эти иссJ;сдовr.ния nримыкыл к 06ЩiHl задд.ЧШ.! теорю1 

нелинейных Itолебаний, имсющи!.l прилот.ешrе также в разш:чю..:х о6лас­

тях u:еханики, физию! и техюrr;и. 

Осноrэоnолагающи:.:и работа1.iИ в области устой•rивост•r дD~I:А<J­

ниЯ являются исследовш;v.я выдающихся i.!а·;сцг.тl;коь А. ПYll;ш.'lpe ..: 

A.Il. Ляпунова, i1роведеш;щ; ;-:1.щ в конце Х:.:Х в. Ды:ыiЕ:йшса п,жло­

:а:ение их к задачю( устойчv.вости нелинейю1х колебаний позволило 

всесторонне изучить многоо6раэние явления динамических <~роц~ссов. 

Но несыотря на то, что на coвpeмeFJiOM атu11е раэn;•тия теория 

устойчивости колебаний нелинейних систеr~ распоJiага~т целШI рядои 

эфtlе.ктивных u:етодов, позnоляющих усnf:шно решать разнt.Jобразнuс 

технические за;:ачи, исследование устойчиnости нелинейпых систе.1.1 

усложняется отс;tтствиеw конструктивных методов анадиза устойчи­

вости движений сущес~веыно неливеnных систем при произпольных 

nериодических возоуждеииях. 

Актуальность этих задач возросла с появлением таких мощных 

источников динамических воздействия произвольнога псриодичес:кого 

вида с широкиu сnектром частот, как наnример, реактивные двига­

тели, виорационные транспортtiры, вибростенды и др. Прибiш:а:енные 

решения, дающие качественные представления о влиянии различных 

возмущения на исследУемый режим, в ряде случаев позволяют получит:> НТ
Б 
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0CROBRYJJ ин1Юрмацию, необходимУю :rtля nроектирования реальных 

объектоD. 

РЕ:1;:срируемая рв.о от а nосвящена нахождению простых nрибли­

з=;еF.ьых pt!·r~a:1й, n;щгодпых д.'Iл описания nерио~ичесltих колебания 

валиэи •раииц оСiтз.стей неустоячивости и оаластся качественного· 

изменения peЖИJ.IG дDихсниst не:в:оторЬDС нслинеИньrх колеаатель­

ilЫХ систс.u. Пр11 этом получаны аналит11чесю1е выраJLеиия конструк­

тивного В>!Да и удоаные графичес~tие представлеrшл для calUfx rра­

н:;щ у;шзаных оdщ:стся. Исследованы систеJlН с одной стеnенью сво­

боды при Dозе!:rхдениях :rapuoничecl\oro, С!иz·армоiiИческоrо и nроиз­

вольного nериодического видов. Расс~отрено также влияние различ­

ных дисс~пативиых сип иа о6ласти периодических колеааний. 

Диссертационная рае!ота, ooъeuou в Iб.З страницы машиноnис­

iiОГО текста и с 88 и1ШюстраrtияWI, состоит из введения, пяти глав, 

заключения, списка литературы /I60 маиыеиовани~ и nриhожения. 

Перnах rлana посвящена кfl8ТКоцу ОС!зору отечественных и 

заруе!ехных исследоваш1Я воrtросов устойчивости вын,уценннх ttoлeC!a­

НiiИ непинеяных систем. В конце главы да11а nостановка задачи ис­

следования. 

Отмечено, что ввиду многоое!разия явлений, nро:tсходящих в 

пеливеИных системах, ве представляется возиожныи пользоваться 

едииыwи определенияии и ~ритерияwи усто>Nивости. Развитые совре­

исквые истоды rrоэволяют решать практически важные задачи усто&J.'~И·· 

DOCTJI r ДЛЯ KOTU;JЬIX npi1Hit\16CTCЯ ВО BHИ/Нlblle ВИД, ве.1ИЧ:1Н8 И Вре­

ШI деястnия возыtщения. 

:а совреuениом развитии нелинейноrо ааализа иссдедоr.аю~е 

J"(;Тnliчивости двr~женил nеде:;ся по нескодькиw пс.прав.iiснин:u. Основ­

ю·ми IIЭ liV.X ЯВЛSIЮТСЯ ТОПОЛОГIIЧ6СКИе M~TOДli I\C\ЧI!CTDCI!i10Й ТеСflИИ НТ
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дифflеревциальннх уравнений дви~иия, аналитичесхие uетоды, нt~ 

требующие интегрирования уравнений, а также аналитическив ме­

тоды исс.'rедовавия устойчивости движевиl nутем анализа решений 

уравнений возЫJщенного движения. 

Наиболее nолнУю количественную и I<вчесrвенную июjх:>рмацию 

о .-ви:ие.ниях сложного вида ыо:а:но nолучить nоследниu ue·roдOJl, При 

этом, ввиду невозмох:ности nолучения для нелинейных систе1.1 точных 

решений,nриuеняются nриолиаённые uетоды малого или большого пn­

раuетра. 

Тв.к, дшi колебательных систе11 с rармоничесl(ИI.f возоужде­

Нi!ек uето.ц ПУаикаре-Jiяnунова исnо.11ьзовался в рабоr11х H.l', Чета-

ева, А.А. Андронова, А.А. Витта, с.э. Хайкина, д. Ля.Салля, Б.2.БУл­

гакова, Е.А. Бар6ашина, r.н. дУ6ошина, il.И. Зуоовв n квазилиней-

ной nостановке для систем с одной стеnенью своооды. И.Г. Uалкин 

расnространил этот метод на системы, опиз.кие к систеvам Ляnуно-

ва, и на системы с несхолькики стеnенями своооды. 

Асимnтотические методы, иыеющие многочисленные модификаruш, 

nрименены в квазилинейной nостановке к задачаu анализа колебаний 

в работах Dан-дер-Поля, H.l.f. Крылова, Н.Н. Fоголооова, i.i.А.IIитро­

nольского. В nоследнее время nоявились раОоты, в которых nриве­

дены строго оооснованн~е асимnтотические методы исследования ус­

тойчивости систем, близких к nро11звольвШ1 нелинейнWJ. К ниu отно­

сятся исследования Т. Халс и, Р .1.1. РозеаС!ерrа, В. Канниигхзыа , 

D.M. Волосоnа , Б.И. Mopryнona, Н.Н. Uоисеева, В. Шемnлинской­

Стуnницкой и других авторов. 

исследованиях устойчивости вынУценных колебаний nаnуля-, 

рен так~е метод изобра:жnющих q;ушщий, nриuененный H.U. Крыловыы, 
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н.н. Боголюбовым, К.Ф. Теодорчикоu, д. ЛoydOII, Р.Л. Koxeш:!epre­

Jl ом, А. Б ла.кь ер or1. 

Тесно связан с ним стробоскоnический метод Н.Минорского, 

использованный также в работах :и:. Аржеыи, А. 1Jричича и других 

исследователей. 

Среди иных методов, используемых в задачах устойчивости 

r,истеu с dольшой нелинейностью, сле,цует указать стохастический 

метод /Т. Хаяси, Т.Е. Стерн, О. Блакьер/, полустохастический ме­

тод /А. Тондп/, метод нормальных колеdаний /Р.М. Розенберг, 

Лткинсон, Л.И. :.tаневич, Б.П. Черевацв:ий/, метод интегральных мно­

гооdразий 1 Ю.А. Митропольский, К.Г. Валеев/. 

Устойчивость nериодических колеоаиий исследУется также спе­

циальным аналитическим приеNом nриве~ения уравнения в вариациях 

к уравнениям типа Ыатье и Хилла /д.Р. Меркни, дж. Стокер, н. Мак­

Лохлан, в. Каннингхзм, r. Каудерер, т. Хаяси, Е. Уиттекер, в. Шем­

nлинсmя-СтУniiиnкая, В.А. БидерJ.~ан и др./ 

изучение устойчивости вннУ~еивнх колеоании иепинейных 

систеu под деПствиеы nроизвольних периодических возоуждений, а 

такхе изучение воnроса о взаимном влиянии нескольких гармоник воз­

бУждающих сил началось с качественных математических исследова­

юtП nроведе!IНЫХ И .r. Мапкинw для частноrо случая системы Ляnу но-
ва. 

В дапьнеяшеu А.И. Чекмар ев теоретически с помощью видоизме­

ненного ыетода Ван-дер-Поля и зксnерииентально установил явление 

подавления действия гермоник, едепал вuвод об устойчивости nерио­

дических колсбеюtй, а также развил условия устойчивости для мноrо-

М<>CC'utlыx систец. 

В экслерltменталыiо-теоретических исследованиях с nомощью paз­

;;::'IHilX методоа В.П. Терских, D.!lf. Дроздовыи, г. Каудерером, lJ.П. РУ-
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dавикоu, :А.В. Мироновыu, r.I.И. Казакевичем и дpyrиWI авторами оы-

ли подтвсрцены и углуо.пены выводы А.И. Че.кuарева. 

Следует также отметить раооты А. Тои,цла и JJ. ПУста, в кото-. 

рнх с nонощью различных uетодоn /Вв..'l-дер-Поля, гармонического Сiа­

ланса и поnустохастического/ най,цены границы оодастей неустоИчи­

вости и условия устойчивости колеоаiiИй систем с немалой нединей­

ностью и с несколькиWI степенями своооды при деметвин полиrарыони­

чес.ких возмУщений. 

В nеречисленных раоотах, при использовании традиционных l!е­

тодов анализа, основная трудность изучения устойчивости колеосншй 

нелинейных систеu с полигармоническим возбуждением заключается в 

неnри.uениыости nринципа суперnозищш. Отсюда и возникают затрудне­

ния np11 nолучении ре зу лыатов решений констр,vкт~111Ногс; вида. Эти 

трудности uогут оuть преодоленu, если в основу исследоnани~ будет 

nоложена предварительная линеаризация сиетек одвиu из модифициро­

ванных методов зквиввлеитной линеаризации, иетодоы nрямой линеари­

зации л.r. Паиовко или uетодоu переuекного uасштаоа н.r. Бондаря. 

Представляет определенный интерес задача по11учепия nриdли­

ХеШiых периодических .решений уравненив двюlекиR и поnучения анали­

тических конструктивных выражений для границ оапастеи неустойЧивос­

ти периолических решений и оdластей качественно иных режимов дви­

жений. 

В раооте сделана nоnытка решения этой задачи в первую оче­

редь для ста~оварного /Устеноuившеrося/ реииuа холеоаиий nростых 

нелинейных сиетек с одной степенью своаоды, движения которых опи­

сываютел дИtjференциальньщ ;{равнением второго порядка 

x(i) + N(x) + Q (х) = F (t.) II/ 
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Здесь упругая характеристика R()l.) задана в виде стеnен­
ного ряда по nервмещению Х с линейным членом. 

В исследованиях nJ!именен метод nеремениого масштаов и , сле­

доцательно, nериодические решевин и границы их неустойчиnости оnре­

делены с точностью этого же метода. 

Устойчивость колеоании рассматривается по оnределениям А.М. Ля­

пунова в отношении к численно малым возиущениям nеременных системы 

относительно равновесных режимов их изменения. При этом ОJН~италь-

ная неустойчивость nредnолагает отсуТствие устойчивости движений 

относительно всех nонятий устоЙЧивости. 

Известно, что для уравнений вида /I/ С!Удет иметь место nе­

риодические решения /с nерио~ом равным основному nериоду возоуждаю­

mей силы или кратным емУ/ nри уевовин ограниченности решений и их 

асимптотической устойчивости. 

С nозиции качественной теории перио~ическоuу колеоательноuу 

реnщу соответствуют заuкi(Утые фазовые траектории, заключенные 

влутри nетли сепаратрисы. Апериодическому явииению /или для маят­

ника -ВращатеЛЬНОмУ peiИuY/ СООТВеТСТВУЮТ раЗОМКнУТЫе траектории, 

лежащие вне сепаратрисы. Решенив соответствующие сепаратрисе явля­

ются орС!итальио неустоичивыuи. 

В работе рассмотрены случаи несоС!людения условий существо­

вания периодических колеС!а~й, когда периодические решения неустоJl­

чивы и когда они лерехояят к качественно новым режимам движениn. 

Под апериодическим движением следУет понимать неколеС!ательное мо­

нотонное возрастание величины аыплитуды до бесконечности с ростом 

времени. 

Используемое в работе понятие критичес~ого состояния сле­

лует понимать как границу !Jехд.У периодическю.1 колебателr.ным и 

:1г.е.;тодическиы /или вра:::ателъным/ режимом или vежду устоячив1т и 

НТ
Б 

ДН
УЖ
Т



- 9 -

неустойчивьw колеоатедышr.:11 ре::шанш. 

Во второй глаЕе расс).!атриnаются стационарные колеаания не­

динейных с;1стем, дви::ениа которых ош:сuвается уравнением /I/ с 

гарМОНИЧ'tЮ!!.! возdу~:де!!Иtt! F{t):FC,o.~t.:~t 
Для нахожлсниn реn:<нтн задач11 колеоаний недиссипативнЬ!Х систем, 

иuеЮIЦИХ упругую харвктеристику двухч:ленноr·о вида R(yY= ol>< + ~Х ~ 
(о.!~ 0, ~ ~ 0) , BDOДIOCSi Т,1адИЦИОННIJе ДЛЯ l!етода nepe!leHHOГO uac-

штаба соотношения 
B=\{J(t) , _, 

'l(S)=f(')()={i)R(и)dи , 
позволяющие nредставить исходное уравнение /1/ в линейном виде 

12/ c11(c)+r..(t)=-Ф~ ~c:>t 
Фазовую функJ.Щю !р(~ , np!f описании кодебаний с уuерыщо 

ООЛiоШИ/оiИ аiiПЛИТУдШIИ ( k<:< ~) 1 llaXO,ЩiiU ИЗ ПОЛУЧеНllОГО ранее 
Н.Г. Бондареu uыраженил 

Ч't~F(ЦI,k) = fK(~<P- Sit! ~ Co.,.ч{ao+fa 1 (Sillef)
1+ ~·.~ a2(s~,<f)'~ .. .], IJI 

где F(<P, k) - эллиптический интеграл I-1·o рода, 
K(k) - nолный эллиnтический интеграл I-го рода, 
a,=fcK(k) -~ =2 ~ , 
а =а -[fQn'-4)11]2k2n 

n """' ~ 
Пользу ясь nриолижениеu в виде двух членов ряда /J/, т .е. 

E=cp(t)R$EH:+ BSin9Cf(t) , 1'11 

получаем частное решение исходного уравнения /I/ в виде 

t(X)= 8 F{ ~~}- ~ 8 [ ~:5<::~~; + ~!~;~)tz]} 151 

Для нахоJi:'дения ре:;;енин по основной частоте nрипята гиnотеза 

Н. I. MI'IЛKiшa о не значительности влияния на колебания основной часто­

ты (;Oilytcтoyf,;щи-x гармоник. lJ nыsучеиноu решении соnутствующие гар-

!IOHИii.ll l'uJH'01<3>11'Cff KOM\ji!II8Цl10HI!Ш.!И tapllOHI1K8UИ УЛЬТр8Г8РJJО!!ИЧtJСКО-НТ
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ro порядка с частотоn (Co.:)+OrB) и суеirарноrшческоrо - с Ч9стотой 
(C.)-q9). 

J\мплитудно-частотная харс:\·:-сJнrстика пр;"швJае:;: вид 

~ QIД) F n.)- \. 
"( ,,, - &200- CJJ"l.. 

Для нахос:.дсния границы неустойчияости периодических колеаания 

"в малом", т.е. вализи nоло;:енип Уt:'JОйчивого равновесия 1 nринят 

общеизвестный /из работ~. Д:,она, Дж. Стокера, т. Ханси, в. Шем­

плинской-Стуnницкой и др./ критерий, согласно котороыУ граница 

устойч:tвых ре:пений, отnечающал сдвиrу фаз ни I00° 1 nроходит через 

координату, в которой касательная к кривой аrтлитудпо-частотной 

характеристики становится вертикальной , т.е. n месте переrиаа 

этой кривой. Определение соответствующих сочетаний параметров воз­

Сiуценил Со) и F , при Rоторых происходит таRой "cRB'IOY." колебаний, 

ведется путем решения системы двух уравнений, одно из иото~ых яв~я­

ется ам:nлитудно-частотной характеристиRой, дpJz·oe - производноя 

ее по А , в :которой nринято cJ (А)= О • В ООщем виде система урав­
нений записывается тах 

} /б/ 

Перnсе уравнение систе~ы вuесте со "скелетной" нривои соб­

ственных частот ограничивает область неустоичивнх nериодическv.х 

рсшен~й на а~nяитудно-частотной хара:ктеристике. 

Длл частной задачи - систеuы с жесткой упругой характеристи-

кой т::ша Дуt;х~инга - получены известные /из 

раоот 13. Каннинrхэuа/ и новые простые уравнения критических состоя­

най1 xo;:~ou;o ann;JORcиuиpjющиe результаты относительно слС'хных решекиn НТ
Б 
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системы параметрических уравнений /6/. 

При рассмотрении периодических колебаний малоизученного 

класса систем с мягкой упругой характеристикой, xpoue описанной· 

неустойЧивuсти типа "скачка" амплитуд, имеющей uесто в дорезонане­

ноя ооласти (Со)< 8) nри умеренно больших амплитудах воЗ!.!ОJ;но также 

качественное изменение реltИма движения в зарезонаиеной области 

(с,.,> 8) nри больших амплитудах, преаыwающих оnределенные крити­
ческие значения. В дальнейших исследованиях рассматриваются раз­

личные мягкие систеuы; мъединяющие ОС!а вида отсутствия реализуе­

мых периодических колебаний. 

При исследованиях мягких систеu был nринят критерий, соглас­

но которо!.fУ nереход от периодических колебаний с большой а:.mлитудоИ 

к апериодическим двихеиияи происходит в том случае, если амnлитуда 

колебаний nревысит значение иенУлевых кораей функции uяiкой уnругой 

характеристики. При этом восстанавливающая сила изменит знак и 

превратится в толкающую силу. Для систеu, имеющих несые:и:ные ~рuы 

устойчивого равновесия, происходит качественuый переход х инw ре­

жиuам колебаний или к колемниiШ вокруг другого положения равнове­

сия. 

Принлтый критерий, ЯВJiялсп точньш д11я консервативных свободных 

колеоаю1Л, может быть np111111T тnкже для вьщуценпых стационарных ко­

леоаний nJlИ резонансе по основной частоте на основании вывода 

/В.Л. Велц, В.!{. Дондроwанский, М.~. Коловский, П.И. Чирлев/ о том, 

что стаuи анапаые ре зонаиены е колмания мo:~rno рассматривать к ах 

CB(ldOP.HЫE.' С.еЗ i'leTa ТреНИЯ. В CT8UИOIIЯ.J)H01J J1eЗOH8HCHOL! pe:l!r.ИMe ЭНерГИЯ 

рассеи в а Нi1Я за счет трен.ия комnен саруется pad от ой nнешних сил воз­

~.!Jщения' Так АЛЯ урэnнения /I/ пр:t N(x)::F(t) :1 x(t..,) .. o критериеu 
nрriитапьн(lй неустойчивости, т,е. неустойчивости в люdом смысле, НТ
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бУдет условие 

~ (А,.,)=О , ~(А.,)< О , 
где R(x) - !.!Яl'Кая неnрерывная уnругая характеристика, имеющая 

в nоложении устойчивого равновесия R' (х),.О , 
Для вывода решения диriх~еренциального Jравненил /I/, nригодного 

к колеСiанилм с оольшими амnлитудюш алиэкими к области аnериодических 

движешtй, ведостаточно nреr:него nредставления фазозой функции в 

уnрощенно~ виде /4/. При этом nринято иное выражение, верное для 

k~~ ~~ имеющее вид 
Ч't~F(<pJ.)=~K'(k)l"~(~+~)-~(a~-~a;~t<f+ ~.~-a~~J\cr-.. .), /7/ 

где а' =CI' -[~n-й!l](k?2n 
" n-1 ". nl ' 

k'=v~-k;: 
' 

к'(k)=К (k? 
При nереходе к аnериодическоwу движению, когда k~ ~ , 

К(~ ..... оо,В(А)-0 ,а,-о, Dп-0, выра~r.ение /7/ уnрощается 

~t~fn tя (Jf+f-) ' 
Это nозволяет nредстаВ!fТЬ заменiющее уравнение в виде 

2''(6) + z (f.)= ~ ~At = ~ Sill t(f.) ;в; 
Для решения этого уравнения nрииенен асимnтотический метод. 

Решение ур~внения /8/ ищется в виде 

Z(E.)=C, Cos('S'-+11.) , 
где С и Л долхны удовлетворять Уелоnиям 

dC FCosл } 
ёrt:.,._ Ч'(4-v) 19/ 

dл_)1 ~ FCosл 
dl"- - + C~<~+v) 

Здl:'сь nринято )>,._d"&' dC, 
Решение системы уравнений /9/ получе110 nyтe!J посл~.n:ове.тсльных 
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приолижени А 

rf F - в nервом приолиженин ~= ; и С=~'(4-~~ 
- во второи nрибли~ении 

~-QМrш[-~-~~~·-~JJ , 
С: F ~-г.(r,~.)2.~~~-:---:~ 

ЧJ (~-~~ ~4- (cw.'{+ 2(@~.~ ~:_(4tj i·-v)+v&')1 ~+2~-3v 
'1 ~~- ~-')) 

Анализ об о их nриближений пока зыnает, что для о ольших и U811HX 

величин 8 разница меж,ду ними невелика, и поэтому принято оолее 

nростое решение первого приблиз:rения 

2(C)=~v1) ~~~t 
llo звратltВшись к старым nереuеннiШ п олучасw частное решение, 

пригодное .n:ля сущестDснно нелинейных стационарных колеоаииn вопзи 

ооласти апериодических двю:ений, в виде 

иметь 

~(x):r 4'r-~~ ~ "'t 
Таким ооразом, устойчивые периодические колебания оудут 

место при условии 

F <~(А~[ ~1t(Ач)-с:.)~ 
о/(Ак,) 

ll главе рассмотрены также системы с диссипативннuи силаuи -

силами вязкого и туроулентного соnротивлений. Для границ веустоа­

чивости nериодических колебаний определены координаты экстремаль­

ных точек, ниже которых существуют только периодические колеоания 

без неустоnчивости типа "скачка". Характерным для турбулентного 

сопротивления является наличие также » в~рхних экстремальных точек, 
выше которых периодические колебания также пе имеют"скачков" аiUiли­

туды. При значениях коэф~ициента трения Пт·~~ lt более сиr:теuы 
с t:есткиrщ характеристиками типа JlУ!}финrа совсем не иuеют ооласти 

неустойчивости nериоднчссuх колесаний. 

Для частю~'Х систем с :;;·есткими характерi!СТиками построены в 
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безразuерных napaueтpt~x аunлитудно-частотные характеристики и 

графики в осях nараметров воЗ6уж,цения, Г.I:е /Казаны границы апери­

ожических и неустойчивых колемтельных режимов движения. Пред.па­

гаеuые графики в осях параметров воЗ6уж,ценин F и Со) хорошо .nопол­
няют ое!щеприiiЯТЫе е1.m.виту дво-ча стотнuJ характеристики и позволяют 

получить полную информацию о nоведении дви~ений систем. 

Результаты аналитических решений сравн~tваются с решениаuи, 

полученныuи на аналоговых и цифровых вычислительных uешинах. Совпа­

дение результатов ооеих решений хорошее. 

Третья глава посвящена практическиw приеuам нахождения 

уравнений крит~ческих состояний для копеоаний частных систеu с 

различными wяrкиuи уnругими характеристиками и гармонической воз-

6У~ающея силой. 

Так, для недиссиnативных систем с мягкой упругой характе­

ристикой типа Дуфfiинга R(x) •ol.X -~ х5 критерием достижения гра­
ницы оо.пасти апериожических движения оудет соолюдение равенства 

~(Х)~ О . Это услов~ за иqкпючениеu тривиального случая, 
с~олю.цается при A"'•:t.vf . При зтоu значение производной равно 
R (A~•-2cl <.D 

Ус.повиеu 

в зарезонаиеной 

сохранения nериодических колеоаний такой системы 

зоие(с.)>д) С!Удет соблюдение неравенстно 

F < ~j (-t- c..i1) !IOi 
nолучено из амnшrту дно-•u· сто т ной характеристпни Вырахение . 

д.пя амnлитуд, слизких к nредельной. 

Для оценки точиости услопиn /10/ r1ронедено сраннение его с 

точным решенивы уравнения 

x(t)+o(:~cfJ-~x3(t.)= F sn(~tJ) 
nолученНШl в виде Х= А sn (C..)t k) 

F . ' 
А. ot.- ( ~+k')ё:J где 
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Решение зто дает nри Амr±~ выражение уравнения критических 
состояний /!0/. Из этого следует сделать вывод, что уравнение кри­

тических состояний, будучи точн!Ш решением для возuущений в виде 

эллиnтических функций, лnляется лриближеннШt в случае rарllоничес­

ких возцущенин. 

В дорезонаиеной зоне (r.><.B) граница ноустойчиnости периодических 

колебаний оnределяется ре~ением системы у_равнений /6/ или nрибли­

женно согласно уравнению 

F= § Vfi (ol-w~) 
При учете действил в такой системе сил вязкого трепия [N(X}•2n,i(O] 

уравнения Rритических состоr.юtй заnисываются так 

для ~."е F=~t[(~+n11-C-)~2+4n'c..:>~· 
для c..:J <В F = ~ ~~n2~{rt[~+n~Co)~~.l'"~~· 

В слу•ще действия в системе турбулен'i'ного соnротивления 

[/J(XJ=ПтXIXI] эти уравнения n ю1ю.шют вид : 

для c.)>fl F· ~ ~!fн,.)"(9fJ.fn"-vl+tb~~ . 
для с..)< 6 FR:!,,g·\ _9!-Jro(+cJ(~~n":..~H + n"'CA:>" 

.3 ~3fПL: 3., .. ~ :IJ ~ • 
Рассмотрены частные случ11и с~1стем с ыяrкимit- jлругими характе-

ристиками в виде функщtй си1tметричных неnрерывных /осциллятор с 

мягкой хараRтеристико.й тиnа Ду~х~инга R(x):o()(-~'X3, uалтник R(y):zo!Sinf, 
система с Dерескоком R(>Q=-otX+.e»X3 

/, несимыетгичных нелрерывнюс 
/осциллятор с уnругой характеристикой в виде стеленного ряда 

R(>t)=~+olX+rx~~X~/, симметричнюс, имеющих разрыв или люфт /осцилля-
тор с nредварит ель но с:~r.втыыи ыяrкиии пру JIG'I нами, качающияся параллеле­

лиnед, оспи.~лятор с зазорами и млгкю.rи пружиБами/. 

Выражения критических состояния колебаюtЯ систем с несюаметrич­

ной упругол характеристик.ой nелучены сш.шетризациея ФУRКitиИ k()(,) 
щт,?\1 ncprнoce на'IС!Ла отсчета 1;оординат nеремещею1Я. 

Тю<, для границы ооласт:~ неустоичивости nР.риод:tческих коле<!аuи/1 
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ведиссипативной весиыметричной системы уравнения записываются в виде 

r-11 '- 8(А., F &.. ! т 111 "~1 - д2(Ау ~1. + B(Av) 

::1/~ ,Г, -t ~v)B'~v. ~ __lf&)__11 О 
щ~~~r .. f'(Av 8(А.,) - • BYAr)J'(MI-Co:) = 

Приоли:rениое же выражение для rранищ.1 о6ласти неус'J.'ойчивости периоди-

ческих колебаний имеет вид 

F=~j(±!c<-~ti-~.)(o<:-(A)~}rnin . 
Эдесь принято .J '82. (\ t\ t 1. 1: 't') 

""4wo<.+~~ ' о~·о-тр;\«+ 3-~ 
o(:.oe-йiS'Xo-3~x: , Ы = X-lg • 

Показано, что нет необходи~ости делать j!статочно елоиные вы-

воды с целью уточнения !f18Эовых функций для систеw Ю~еющих всевоз­

мохвые УПРУГИG характеристики, а также пользоваться фазовыми фУпк­

циswи записанн:.ыи в нековструктивноl.( виде. Так, ряд задач /маятник, 

осциллятор с предварительно сиатыми пруJИнами, качающийся парапле­

пепипед, осциллятор с зазорами/ решен с прииевениеu приопиженноrо 

способа заuены исходных систем зквивапентныыи с простыми фУнкциями 

упругих характеристик типа Дуффин~а, линейных или кусочво-линейиых. 

Перечисленные холеоательные системы исследованы также с учетом 

днссипативных сил /вязкого и туроулентноrо трениЯ/. 

Аналитические решения хорошо подтвер~аются решениями на ана­

логовой И ЦИфрОВОЙ ВЫЧИСЛ!IТВJIЪНЫХ машинах. 

Четвертая глава посвящена изJчению мало исследованных задач 

нехоцеви11 oOJJacтett устоliчивости периодичеt:ких копеоаний непинейных 

систем с оигарiJоническиц возоуж.цениеu в•да 

F(t)•t: (~~t+ р ~p(.,)t) 
г же 

р - кратность гармоник /прitниwаются целочиеде иные неди•шны/. 

При решении, cornecвo !АетодУ переценного ~~~.r-;;Jтliбe, заиеняющих 

Лl'!не>•ных уравнений появляется nоэ•Jо7но·::ть исnользL):.ат П!"IИ!I: .. m 
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су перпозиции. Из полученных решений наtUены уравнения :в;ритиче си их 

состояний периодических колвовкий нелинейньrх систем nри оиrармони­

ческом возО)"ждении. :Характерноii их особенностью являетс.lt наличие 

двух зон неустойчивости периодических ко~еоавий для умеренно ооль­

IIИХ амплитуд. 13 исследоваюti!Х применRnись те же физические привципы, 

что и ранее. 

Результати исследований следУет рассматривать хав приопиzенвне, 

дающие завышенные оценки. При этом рассматриваются резонансные ре­

шениll. В выводах также не учитываются воцросы влиавиа сопутствующих 

суогармокических и у .пътраrарио11ических волl(!аний. 

Предло:r:енная для исследования задача I!ВIIяется мноrопарамеrри­

чсси:оя. В peфepиpyewoli же рВОоте принятн частные случаи возоуцаю­

щеи сипы, когда р• ~ , а r/)•2 • Такая кратность r·аркоких создает 
разр~иеюtость спектра частот. 

В качестве примеров рассмотрвин системw с мягкими свмметркчин­

ки и несиw&етричню.rи )Лруrиuи хара.ктеристихаuи. 

Исследованы также вопросы качествекноrо и хопичесrвенноrо 

В.IIИяния малых диссипативньrх сил на границы о0.11астей веустоачивосrв 

периодических колебания и ооластеl ивкх реzиuов движения. 

D пятой rлаве устаиовлени приолииеннне выражения критических 

состояний стационарных копеоаиии неливеlных систем при воз,Jtеllствни 

произвольных периодических возоу~ении. При этом, возмущения. Фrик­

nии которых удовл~творяют условиям Дирих.11е, раз.11оиевием в раж Фурье 

сводятся к полиrар~оническим фУккциi!Ы 

F(t)=C+ ~ Юm8in(c.u"'t+Чм) , /m• ~.2.3, .•. ; , 

rде С •ff)FЩdt ,-' Om=~jF(t)~c.э",tdt , 

~m::to~-~;"7 Ьm=~)'F rШW tEXHIЧHA SIБЛIOTEf\A 
<Pm =.~ i: , CVr.t= m"' Д~нinроnетровс~кого нацiснальноrо 

ун1верситеrу заЛJзничного трансnорту 
lменi академiка В.Лазаряна 
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Подучены частные решения уравнения /I/ для случаев стационар­

ного режима при умеренно больших амплитудах и АУплитудах близких к 

критическим, а такие наЯдены уравнения критических состояний для 

общеrо случь.я несишtетричноrо в оЗ(Iужденил. 

Дна зарезонаиеной зонн коле6авиJ1 (с)' 8) уравнение критических 
состояний в случае недиссипативной системы с несиыметричной ldяrкой 

ха~ктеристикой иuеет ви~ l SJ ~ 
. ~(AJ·~±~ ~(А~-СА:»: , 1r11 

rде ~·S~~t с~мt+~м) .. - значение тригонометрической rWшtции для 
критического значения аргуиента (G!)

11
;t+ "Pm)._, полученliого при 

условии ~fiШ~ D , при кот ор ou фУ вкция /II/ юtеет наибольшее 
значение. 

Для оnределения :;;·раииц областей неустойчииости nериодических 

колебаний nолучены системы уравнений критических состояний. В 

частном случае недиссипвrивноА конвовтельной системы с несиuмеrричной 

L вtf.J* .... , 
ВВИдУ OJIOZIIOC'fИ nракти-

ческого пользования в частных задачах получены более nростне выраже­

ния, хоро8о апрохсимирующие исходные. 

На npflмepax систем с мяrкиuи упругими характеристиками в виде 

сииметричиой типа Ду~иrа, несиwетриt;ной и разрывных функций 

/осциматор с предваритепьно сжатwи nр,УЖИ11ани, осцилллтор с зазорами/ 

исследовано влияние nериодических возаледении npя.uoYI'OJiьнoй и треу­

угоJiьной форы. Пр~t вычислениях учитыналея только r1ервыи член ряда 

разложения фУ вхциА воЗбу ценив, что дает досТi'11'ОЧ но иовлетворительиУю НТ
Б 
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сходимость с результатами машинных решения. 

Рассмотрено также влияние сил вязкого и турбулентного соnротив­

лений на области nериодических волеоаний. 

Приложевив содержит принятУю в исследованиях методику нахож­

дения границ областей неустоячивости nериодических колебании и 

областей качественных изменения режимов движений нелинейвых систем 

при различных ВоЗбуждениях с помощью электронной цифравоя /"Наири-3"/ 

и аналоговой /~-7/ вычислительных машин. 

В заключительной части на основании провежеиных исследовании 

отмечаются основные результаты раоотн. 

r. для колебательных систем общего вила получены конструктив­
ные вырахения и графив:и границ областей неустойчивости nериодиче . 

ских колеоания /неустоячивость типа "скачка"/, и~еющих место при 

r.олеоаниях с умеренно оольшими аuплитудаuи. 

2. Для систеiJ с uягкиuи упругими характеристиками ,Jtaнo теорети­

ческое и зкспериuентальное подтверждение критерия персхода к иным 

режимам движений при вынУжденных колеоаииях с аuплитудаuи, nревы­

mающими значения ненулеnых корней ynpyroa характеристики. 

J. На основании исследований колеоания систем с uягкиuи сюА­
метричными и несимметричными упругими характеристикаuи nри а~JЛИ­

тудах,олизких к пределькым.попучены конструктиввые решения, уравне­

ния критических состоянии и граф~rки границ ое)ластеР. веустоячивости 

периодических колебаний и областей иных реzимов движений. Решения 

для систем с гармоническим возбу~ениеu ~аспростравены такие и на 

систеыы с оигврмоническиu и произвольвыu лериодиqеским возоуцениеи. 

4. Даны условия су~есrвования устоячивых период~ческих r.оле­

Оаний с оольшими и малЬitJи амплитудами "састек с лерескоком". 

5. ПредлоJ::ен лрибr.иженный cnocoo нахоцения границ облаетсЯ 

неусто>,чиgост:;J периодическ;,х колмаш!ii и оопастеn других рехимов 
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дьихениl ~ва сложных систем, таких ках системы с неаналитической 

фУнкцией упруrой характеристики. 

б. Для некоторых снстем частноrо вида /маятника, систеiiЫ 

дУфJJинrа, "системы с перескокоu", качающегоса паравлелепиnеда/ при 

гармоническом возоу:ценИJ! по.11ученн аналитические выражения и гра­

фики границ ооластей иепериодических движения в оезразuерных nарамет­

рах. 

7. Отмечено, что при одних и тех же условиях на гракицу ооласти 

неустомчивости nериодических колебаний с оольшими амnлитудами оказы­

вает оольшее влияние туроулеитное сопротивление, чем вязкое, а в 

случае uа.пых аuплитуж - менее значительное. НаЯдева еще одна /верх­

няя/ ооласть устойчивых ко.пеоаииl с аuплитудами, при которых тур­

аулентнов сопротивление становится достаточно оольшим. 

8. Аналитическими и зкспериuентальныuи /на 3ЦВМ и ЭUУ/ ис­

следованиаuи еще раз nодтвер:цена гипотеза и.r. Малкика о преоОва­

давии при резонансных холеоаниях гармоник с теми же частотаuи, что 

и возмУщение. I'иnотеза приuенялась IJPИ новых исследованиях - при 

отыскании границ ооластеА неустоячивости периодических колеоании 

с умеренно оольшими амплитудами и границ ооластей иных реииuов движе­

ния с nредельными амппитудаuи. 

9. Показаво, что при произвольных nериодических возоухдениях, 

олиэких к rерuовическим, ·для нахоцения ооластей nериодических ко­

пеоания можно ограничиться рассмотрением одной или нескольких nервых 

' 
гармоник разложения фУнкции возоуждения в ряд Фурi,е. 

ro. Установлено, что для слабо диссиnативных систем о6ласти 
периодических колеоаний Вблизи резонанса по одноr. из Ч.'lстот поли­

гармонического воЗОуJr.Дения олизки к соответствующим сн)дастям nри 

uоноrарыоничесо:ом возоуждР.нии, С увеличэние:J сид с·····,r··/АJ:енин rpa-

ни1~ы расходятся. 
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Основное содержание диссертации оnУбликовано в следУющих 

рас! о т ах 

r. Бондарь н.г., Горбатов в.с. Устоячиность стационарных 
не линейных колеааний пр:1 rарыоничесхом возбуждения. Труди диит "а, 

вып. !44, "Прикдадная теория колебаниЯ и динамика мостов" 1 из,ц • 

.!ЩИТ, Днепропетровск, 1972. 

~. Бондарь Н .г., Горсетов .В .с. Устойчив ость стационарных 

нелi!неяных колебаний при биtармоническом возоуж.цевии. Труды ДИИТ"а 1 

выtJ. !44, "Пр их ладная теория колебаний и динаыи.Itа мостов" 1 изд. 

ДИИТ, Днепр(шетровс:в:, I972. 

J. Го раатов D .с. Орбитальнан неу стой•1ивость нелиие.llвых стацио­

нарнЫх колем.ний при произвольноы периодичесмw воЗбу:rдеиии. ру:в:о­

пись 1< 52-7J депониров81tа в цниитэа ;.шс. 

4. Горбатов В .с. ~·ст оичивость ко.~еовний систем имеющих разры­

вы и люфты при nерl!о;:ическоiА nоэбуцепии. Труды КИИГА 1 вьm.I, "Во-­

просы проектированИя, стр оиtельстnа и механизации аэропортов•, из,ц. 

КНИГА; Киев, 1974. 

5. Бонларь н.г. 1 Гораатов в.с. Усtоячивость стаuионарных ко­

лебаний упругих нелмнейных систем. Тезиен доклsдов IY ВсесоюэиоR 

конференции ~о npooлeuau устойчивости в строительной механике, 

м.' 1972. 

б. Горбатов в.с. Об изuененилх в процессе эксплуатацИи условна 

устоячивости нелинейно упруrих систем. Тезисы дохладов Республи:в:ви­

ской конференции по строительству зданий и сооружения rра~внс:в:ой 

авившш, РД:Jl-:"ТП, Киев, I975. 

Осн'Jвчые резу:~ьтаты т.иссертацю' ОiiУОJIИКОВаны rахже в моио-­

rrа'-~'!Ш н.г. I·uндаря "НеЛ11не'-iные стаuионернне калебвниn", "Нау:в:_ова 
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Отдельные результаты проведеиных исследований были доложены 

на IY Всесоюзной конференции по прооле~ам устойчивости в стро­

ительной uеханике /Харьков, сентяорь I972 г./ 

на Ресnубликанской конференции по строи·rельству зданий и со­

оружений граждонской авиации /Киев, май I975 г./; 

на юбилейноr. паJtчно-техническо.И конференции ДИИТа /Днепропет­

ровск, ноябрь I972 г./; 

на заседании семинара кафедры uостов Днепроnетровского инсти­

tУта инженеров железнодорожиого трансnорта, с !972 по 1974 г.; 

на заседании научио-технического семинара факультета аэроnор­

тов Киевского института инженеров граж,l{анско.А авиации, I97J г. 

В nолном объеме содержание диссертационной раС!отн доложено 

на заседании кафедрн мостов и НИЛ динаuики uостов Днепроnетровского 

института ивхеяеров хе~езводорожвого трансnорта, аnрель 1975 г. 
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