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ЛОГИЧЕСКАЯ МАТРИЦА ДЛЯ ПРОДОЛЬНЫХ И КРУТИЛЬНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ КОНТИНУАЛЬНЫХ БАЛОК 

На основі методу початкових параметрів, асоційованих матриць та елементів математичної логіки за-
пропонована формальна процедура розрахунку поздовжніх та крутильних коливань багатопрогонових балок 
з безперервним розподілом мас. 

На основе метода начальных параметров, ассоциированных матриц и элементов математической логики 
предложена формальная процедура расчета продольных и крутильных колебаний многопролетных балок с 
непрерывным распределением масс. 

The formal procedure for calculations of longitudinal and torsion vibrations of the multispan beams with con-
tinuous mass distribution on the basis of the method of start parameters, associated matrices and elements of 
mathematical logic is proposed. 

Для континуальных балок, имеющих кусоч-
но-постоянные (ступенчатые) характеристики и 
сосредоточенные включения в виде упругих 
связей или сосредоточенных масс получение 
точного аналитического решения, описываю-
щего продольные и крутильные колебания 
представляет определенные трудности. На 
практике такие задачи встречаются при моде-
лировании продольных колебаний пресекаю-
щихся балок, пилонов вантовых мостов, мачт, 
поездов, или крутильных – для балок проезжей 
части железнодорожных мостов, различных ва-
лов и других. Поэтому исследования в этой об-
ласти являются актуальными. 

Решения с использованием обобщенных 
функций, методов деформаций, начальных па-
раметров и ряда других приведены в работах 
[2, 5, 6, 8]. Для расчета одномерных стержне-
вых систем в [1, 3] привлечены понятия теории 
конечных автоматов. Такой подход позволяет 
широко использовать топологические методы и 
элементы математической логики. 

Целью данной статьи является применение 
конечно-автоматного моделирования к расчету 
продольных и крутильных колебаний балок с 
непрерывным распределением масс. 

Согласно [1], неразрезная балка моделиру-
ется системой связанных конечных автоматов с 
одинаковым количеством входов на каждом из 
концов, определяемых совокупностью булевых 
функций из фиксированных (0) и произвольных 
(1) граничных параметров. Возможный набор 
комбинаций граничных условий в местах со-
пряжения отдельных участков балки формиру-
ет ассоциированную матрицу выхода. Равенст-
во нулю произведения соответствующих 
матриц участков определяет уравнение частот 
свободных колебаний для континуальной балки 
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Рассмотрим прямолинейную n -пролетную бал-
ку с произвольными однородными граничными ус-
ловиями и соответствующую ей логическую схему 
в виде цепочки связанных конечных автоматов 
(рис. 1). Характерные блоки обозначим пунктир-
ными линиями, задавая нумерацию и координаты 
стержней в порядке их следования. Сечения эле-
ментов, погонная масса µ , жесткости при растяже-
нии-сжатии EF , кручении кGJ  в пределах каждо-
го из пролетов считаются постоянными. 

 
Рис. 1
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Концевые граничные параметры каждого 
участка связаны с начальными параметрами 
этого же участка известным соотношением [2]: 
 1 вi iM+ϑ = ϑ , (2) 

где вM  – матрица влияния начальных парамет-
ров; iϑ  и 1i+ϑ  – векторы параметров в i -м и 
( 1)i + -м сечениях; { }, 1 , 1, , ,i i i iu M N+ +ϑ = ϕ . 

Перебор возможных граничных условий в 
местах сопряжения отдельных стержней воз-
можен только для двух параметров: линейных 
перемещений xu  вдоль оси x  и осевых усилий 

пN  – для продольных колебаний, и угловых 
перемещений xϕ  и крутящих моментов кM  – 
для крутильных. Соответствующую матрицу 
влияния вM  можно представить в виде: 
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β = ; il  – длина i -го пролета балки; xiJ  – 

погонный момент инерции массы балки отно-
сительно ее продольной оси; jω  – круговая 

частота j -ой формы колебаний. 
Комбинируя последовательно все гранич-

ные условия начала и конца стержня, получим 
по четыре возможных его состояния для про-
дольных и крутильных колебаний. Каждому из 
этих состояний соответствует частотный опре-

делитель стержня, являющийся минором 3-го 
порядка матрицы (3). Анализируя все получен-
ные миноры, можно прийти к выводу, что каж-
дый из них тождественен определенному эле-
менту матрицы вM . По аналогии с [3], 
проставляя определители в порядке последова-
тельного перебора всех значений булевых 
функций двух переменных для продольных и 
двух – для крутильных колебаний, получим ас-
социированную матрицу M  (табл. 1), в кото-
рой каждый элемент записан в порядке логиче-
ского следования кодов начальных (НП) и 
концевых (КП) граничных параметров. 

Таблица  1  

КП 
НП 01 01 10 10 

10 пcosλ  0 0 п пsin−αλ λ  

10 0 кcosλ  к кsin−βλ λ  0 

01 0 к
к

1 sinλ
βλ

 кcosλ  0 

01 п
п

1 sinλ
αλ

 0 0 пcosλ  

 

Возможным состояниям концов стержня 
при однородных граничных условиях с одина-
ковым числом произвольных и фиксированных 

параметров соответствуют элементы ассоции-
рованной матрицы xM  (табл. 2). 
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Таблица  2  

КП 

НП 0011 0101 1010 1100 
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1010 
к

1 U
βλ

 S  п

к
T

αλ
−
βλ

 пV−αλ  

0101 
п

1 V
αλ

 к

п
T

βλ
−
αλ

 S  кU−βλ  

0011 
п к

1 T
αβλ λ

 
п

1 V
αλ

 
к

1 U
βλ

 S  

 

Здесь функции S , T , U , V  взяты с учетом 
следующих соотношений: 

п кcos cosS = λ λ ; п кsin sinΤ = λ λ ; 

п кcos sinU = λ λ ; п кsin cosV = λ λ . 

Рассмотрим участок балки с упругими свя-
зями относительно продольных перемещений 
или относительно поворота сечения на левом 
конце (рис. 2). 

 
Рис. 2 

Согласно [4], ассоциированная матрица уча-
стка балки с упругой опорой может быть полу-
чена из исходной матрицы xM  прибавлением к 
строке, соответствующей участку без опоры, 
строки, соответствующей участку с абсолютно 
жесткой опорой, умноженной на жесткость уп-
ругой опоры. 

В матричной форме данное правило для уп-
ругой связи (рис. 2, а) можно записать следую-
щим образом: 

 ( ) ( )( )1 2
1 0101 0011x x xM M c M M= + + , (4) 

где xM  – ассоциированная матрица обычного 

участка балки (табл. 2); ( )1
0101M , ( )2

0011M  – матри-
цы, состоящие из первой и второй строк функ-
ций кодов 0101, 0011 (табл. 2), и имеющие ос-
тальные нулевые строки. 

 

 

Соответственно, произвольный участок бал-
ки с упругим относительно поворота сечения 
закреплением (рис. 2, б) описывается матрицей 

2xM : 

 ( ) ( )( )1 3
2 1010 0011x x xM M q M M= + + . (5) 

Отмеченные закономерности позволяют со-
ставлять уравнение частот конструкции с упру-
гими связями путем последовательного их «от-
сечения». Так, если участок балки имеет два 
вида упругих закреплений (рис. 3, а), то коли-
чество возможных его состояний определится 
четырьмя возможными комбинациями кодов 
начальных параметров (матрица xM , табл. 2), 
соответствующими четырем вариантам гранич-
ных значений xq  и xc : 

0xq = , 0xc =  (1100); xq = ∞ , 0xc =  (1010); 
0xq = , xc = ∞  (0101); xq = ∞ , xc = ∞  (0011). 

Поэтому структуру матрицы 3xM  можно 
представить в следующем виде: 

( ) ( )( )1 2
3 0101 0011x x xM M c M M= + + +  

 ( ) ( )( ) ( )1 3 1
1010 0011 0011x x xq M M q c M+ + + . (6) 

Матрицы 1xM , 2xM , 3xM  имеют тот же по-
рядок, что и матрица xM  и дают возможность 
формального построения уравнений частот для 
многопролетных балок с любым сочетанием 
продольно-линейных и поворотных упругих 
опор в форме (1). 
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Рис. 3 

Для вектора пV  участка балки с упругими 
опорами на правом конце (рис. 3, б) независимо 
от вида граничных условий на левом конце 
можно записать: 

 1100 1010 0101 0011п x x x xV V q V c V q c V= + + + . (7) 

Отсюда следует, что вектор nV  в уравнении 
(1) будет представлять собой столбец матрицы 

xM , соответствующий правому свободному 
концу (код граничных условий 1100), плюс 
столбец с кодом 1010, умноженный на жест-
кость xq , плюс столбец с кодом 0101, умно-
женный на жесткость xc , плюс столбец с кодом 
0011, умноженный на произведение жесткостей 

x xq c . 
Для участка балки с сосредоточенной мас-

сой m  в месте расположения упругих связей 
необходимо вместо xc  и xq  подставить соот-

ветственно 2
x jc m− ω  и 2

x m jq J− ω  где mJ  – мо-

мент инерции сосредоточенной массы относи-
тельно оси x . 

В качестве примера рассмотрим балку, один 
конец которой заделан, другой свободен и на-
гружен сосредоточенной массой m. Уравнение 
частот определяется непосредственно элемен-
том матрицы 3xM  с кодами 1100 и 0011, удов-
летворяющими граничным условиям по концам 
балки: 

 
2 2 4

п к п к
0j m j m jm J mJ

S V U
ω ω ω

− − + Τ =
αλ βλ αβλ λ

. (8) 

Раскрывая значения функций S , T , U , V , 
после преобразований получим: 

 п к п к
п к п к1 tg tg tg tg 0

m i m i
λ λ λ λ

− λ − λ + λ λ =
′ ′ ′ ′

. (9) 

Для продольных колебаний при к 0λ →  

 п пtg m′λ λ = , (10) 

для крутильных – при п 0λ →  

 к кtg i′λ λ = . (11) 

Уравнения (10), (11) в точности совпадают с 
приведенными в работе [5]. Выражения в пра-

вой части lm
m
µ′ =  и x

m

J l
i

J
′ =  представляют, со-

ответственно, отношение массы всей балки к 
массе, сосредоточенной на ее конце, и отноше-
ние момента инерции всей балки к моменту 
инерции сосредоточенной массы. 

Если пренебречь массой балки по отноше-
нию к массе груза, т. е. при 0µ→ ; пλ , к 0λ →  
получим 

 ( )( )2 2 2 2
п к 0ω −ω ω −ω = , (12) 

откуда 1 п
EF
ml

ω = ω = , к
2 к

m

GJ
J l

ω = ω = . 

Рассмотрим неразрезную балку с различны-
ми сечениями в пролетах (рис. 4). 

 
Рис. 4 

Уравнение частот получим умножением 
строки матрицы xM  (табл. 2), соответствую-
щей условию закрепления начала первого 
стержня (код 0011), на столбец матрицы xM , 
соответствующий граничным условиям конца 
второго стержня (код 0011): 

1 2 1 2

п1 к1 1 1 п1 к2 1 2

T S V U
+ +

λ λ α β λ λ α β
 

 2 1 2 1

п2 к1 2 1 п2 к2 2 2
0

V U SΤ
+ + =
λ λ α β λ λ α β

. (13) 

Из уравнения (13), переходя к пределу 
функций при к 0λ →  (продольные колебания) 
и п 0λ →  (крутильные колебания), после пре-
образований получим известные решения [6]. 

 п1 1
п1 п2

п2 2
tg tg 0

λ α
λ + λ =

λ α
, (14) 

 к1 1
к1 к2

к2 2
tg tg 0

λ β
λ + λ =

λ β
. (15) 

Аналогичным путем рассчитываются и бо-
лее сложные цепные стержневые системы. Та-
кой подход позволяет свести их расчет к мно-
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гократно повторяемому циклу арифметических 
операций при переходе от одного блока систе-
мы к другому. Предлагаемая форма учета упру-
гих закреплений представляется более удобной, 
чем обычно используемая в методе прогонки, 
поскольку отпадает необходимость введения 
специальных матриц перехода с большим чис-
лом нулевых элементов. 

Для определения форм колебаний в качестве 
исходной логической модели используется та-
кое же отображение, как и для построения мат-
ричной формы уравнений частот. Неизвестные 
начальные параметры могут быть вычислены 
по правилу Крамера способом прогонки [7]. 

Условия периодичности в неразрезных кон-
струкциях позволяют упростить значительную 
часть инженерных расчетов. К примеру, для 
продольных колебаний неразрезных регуляр-
ных и квазирегулярных балок с постоянными 
по длине массой µ , жесткостью EF , равными 
пролетами и продольно-линейными промежу-
точными упругими опорами выражение (1) об-
ращается в 

 2
1 1 0n

x пV M V− = . (16) 

Для удобства программирования и вычис-
лений на ЭВМ представим матрицу 1xM  как 
сумму двух матриц 1x x x pM M c M= + , где 

 ( ) ( )1 2
0101 0011pM M M= + . (17) 

Матрицы xM  и pM  обладают замечатель-

ными особенностями при многократном их пе-
ремножении. Так, функции ( )S λ , ( )T λ , ( )U λ , 

( )V λ  при возведении матрицы xM  в n -ю сте-
пень преобразуются в такую же матрицу xM  с 
функциями элементов ( )S nλ , ( )T nλ , ( )U nλ , 

( )V nλ . 
В свою очередь, матрицу pM  разделим на 

две матрицы 1pM  и 2pM . Принимая при 

к 0λ → , пcosS U= = λ , пsinT V= = λ  получим 

1 п 1
п

1 sinpM E= λ
αλ

, 2 п 2cospM E= λ , где 

1

1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

E

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

,   2

0 0 1 1
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

E

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Тогда 2 0n
pM =  и 2 1 0p pM M = . Поэтому для 

матрицы n
pM  можно записать: 

 ( )1
1 1 2

n n
p p p pM M M nM−= + , (18) 

или 

п
п

1 sin
n

n n
pM

⎛ ⎞
= λ ×⎜ ⎟

αλ⎝ ⎠
 

 1
1 1 п п 2( ctg )nE E n E−× + αλ λ . (19) 

Для крутильных колебаний регулярной бал-
ки с упругими опорами относительно поворота 
промежуточных опорных сечений уравнение 
частот имеет вид: 

 2
1 2 0n

x пV M V− = . (20) 

Как и в предыдущем случае, представим 
матрицу 2xM  суммой двух матриц 

 2x x x pM M q M= + , (21) 

где ( ) ( )1 3
1010 0011pM M M= +  и 1 2p p pM M M= + .  

Принимая   при    п 0λ → , кcosS V= = λ , 

кsinT U= = λ , можно записать 

1 к 1
к

1 sinpM E= λ
βλ

; 2 к 2cospM E= λ , где 

1

1 0 1 0
0 0 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0

E

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

;   2

0 1 0 1
0 0 0 0
0 1 0 1
0 0 0 0

E

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

Очевидно, что 2 0n
pM = , 2 1 0p pM M =  и 

 ( )1
1 1 2

n n
p p p pM M M nM−= + . (22) 

Подставляя выражения для 1pM  и 2pM  в 

(22), получим 

к
к

1 sin
n

n n
pM

⎛ ⎞
= λ ×⎜ ⎟

βλ⎝ ⎠
 

 ( )1
1 1 к к 2ctgnE E n E−× + βλ λ . (23) 

Таким образом, предложенный алгоритм 
построения ассоциированных матриц позволяет 
учитывать различные виды упругих закрепле-
ний, а также систематизировать динамический 
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расчет континуальных балок. Решения для мат-
риц, входящих в уравнения (16), (20), дают воз-
можность в простой форме получить уравнения 
частот неразрезной регулярной балки с любы-
ми граничными условиями, а также избежать 
значительных вычислительных трудностей, 
связанных с появлением малых разностей 
больших чисел. 

В дальнейших исследованиях предполагает-
ся применить конечные автоматы к моделиро-
ванию свободных и вынужденных колебаний 
многопролетных балок, имеющих сосредото-
ченные включения в продольную жесткость, с 
учетом сил неупругого сопротивления. 
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