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Колебательныt> процессы получили широкое распростра
нение во многих областях техники, чем обусловили бурное 
развитие н-ауки о колебаниях. Классическая, линейная, тео
рия колебаний, разработанная Лагранжем, дала. ключи к 
р:;~скрытию многих явлений на)iки и техники. Однако, с раз
витием таких технических отраслей, как радиотехника и 
электроника, автоматика и телемеханика, виброметрия и 
вибротранспорт, теория автоматического регулирования и 
другие, возник ряд проблем, в решении которых линейнаil 
теория оказалась недостаточной. Эти проблемы требовали 
разработки новой теории со своими методами -- теории не
линейных колебаний, значительно более сложной, чем клас
сическая теория. 

Отдельные исследования по нелийненым колебаниям от. 
носятся к XIX столетию и принадлежат выдающимся мате
матикам М. В. Остроградскому, К. Вейерштрассу, А. Пуан
каре, А. М. Ляпунову. Работы А. Пуанкаре и А. М. Ляпуно
ва по исследованию нелинейных дифференциальных уравне
ний легли в основу новой теории нелинейных колебани}I. 
Дальнейший толчок к развитию методов теориИ нелинейных 
I<алебаний дали работы Г. Дуффинга и. в особенности, Ван. 
дер-ПОJlЯ. 

Исключительная роль в развитии методов нелинейной те
ории колебаний и решении ряда проблем принадлежит совет
ским ученым Л. И. Мандельштаму, Н. Д. Папалекси, 
Н. М. Крылову, Н. Н .. Боголюбову, А. А. Андронову и их 
ученикам Б. В. Булгак01~у. Н. Г. Четаеву, Ю. А. Митраполь
скому и другим*). 

В работах, посвященных вынужденным колебаниям, зна
чителыtое место отведено гармоническому возбуждению. Од-

*) Боголюбоо Н. Н., Колебания, .'\\еханика н СССР за 30 .~ет. 1950. 



нако в технике встречаются очень сложные виды возбужде· 

ния, и среди них наибольший интерес представляют такие, 
которые периодически повторяются через определенный и•I
тервал времени (период). 

К наиболее часто встречающимся в технике периодиче
ским негармоническим силам относятся так называемые 

инерционные и вращающие силы, развивающиеся в различ

ных механизмах и поршневых двигателях, как, например, в 

машинах с кривошипно-шатунными и кривошипно-кулисны

ми механизмами, в ткацких станках, плоскопечатных типо

графских машинах, вибрационных грохотах и других*). 
Исследованию вынужденных колебаний нелинейных сис

тем, возбуждаемых негармонической силой, посвящен ряд 
работ, которые можно подразделить на две группы. 

К первой группе относятся работы, посвященные иссле
дованию комбинационных колебаний, возникающих при _р.д
новременном действии нескольких гармоник на нелинейную 
систему. Впервые на комбинационные тона обратил внима
ние Гельмгольц. Известно, что при звучании двух нот с ча~
тотами р и q часто слышатся два тона с частотами p-q и 
р + q, особенно при громком звучании. Объясняя это явление, 
Гельмгольц предположил, что механическая колебательная 
система человеческого уха обладает своего рода нелинеii
ностью. Это акустическое явление рассмотрено также в ра
ботах Рэлея, Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова, Ямамото 
и Хаяси, а также Дуффингом, который предложил для ре
шения этой задачи нестрогий приближенный метод. Суть 
всех вышеупомянутых работ сводится к тому, что при воз
действии внешней силы, состоящей из нескольких гармоник, 
на нелинейную систему вынужденные I<Олебания совершают
ся не только с частот:Jми гаомоник внешней силы (о и q), 
но и с комбинационными тонами, построенными из этих час

тот (2р, 2q, q+p, q-p, о и т. д.). 
Ко второй группе относятся работы, исключающие нали

чие комбинационных колебаний в системах, находящихся под 
действием нескольких гармонических возмущаю~их сил. 

Прежде всего, отметим монографию И. Г. Малкина «Методы 
Ляпунова и Пуанкаре в теории нелинейных колебаний», в 
которой точными методами Пуанкаре-Ляпунова исследует-

•) Инструкция по определению динамических нагрузок от машин, 

устанав.1иваемых на перекрытиях промышленных зданий, ЦНИИСК, 
1966 r. 



01 характер и устuйчшюсть периодических решений уравне· 
ния вида 

x-f- (1Х-~Х8 =е (hcospt+ kcos qt-2 nx); 

:х >о, ~>о, е> о. е« 1. 

где р и ч - целые числа; q>p. Введенная автором физиче
ская гипотеза о преобладании в вынужденном колебании 
гармоник с частотами р и q позволила исследовать характер 
развития колебаний. 

Качественнь1е исследовании И. Г. Малкина положили 
начало более глубокому изучению вынужденных колебаний 
нелинейных систем под действием нескольких гармониче· 
ских возмущающих сил и, в . .частности, изучению взаимного 
влияния гарr.юник друг на друга. 

Так, изучению взаимного вЛияния гармоник в нелинеii· 
ных системах для установившихся движений посвящена ра
бота А. И. Чекмарева «Взаимное влияние гармоник в нели
нейных системах». В ней с помощью метода Ван-дер-Поли 
строится приближенное решение уравнения колебаний 

-~ + (1 х + ~ х3 = h ...::os pt + k cos qt; :1 > О, [:J > О. 
С помощью полученного приближенного решения, а так 

же экспериментально на специально сконструированной ус· 
тановке автор получает весьма ценные практические выводы 

о ходе развития амплитуд и устанавливает явление исключе

ния (подав.'lения) действия гармоник в нелинейных системах 
в отличие от принцила суперпозиции в линейных системах. 
Влияние диссипативных сил на аналогичную систему иссле
довал В. П. Рубаник асимптотическими методами Н. М. Кры
лова и Н. Н. Боголюбова. Полученные В. П. Рубаником ам
плитудно-частотные кривые отличаются от кривых А. И. Чек
марева лишь тем, что в них отсутствуют бесконечные и неко
торые неустойчивые ветви. Теоретически-эi<спериментцл!>
ные исследования В. П. Терских подтвердили выводы 
А. И. Чекмарева. 

Метод малого параметра бы.ТI применен Ю. М. Дроздо
вым к задаче о колебаниях в нелинейной системе при перио
дическом возбуждении, представ.1енном двумя гармониками 
с соотношением частот возбуждения 1:3. Очень важные прак
тические выводы о взаимном влиянии гармоник друг на дру

га, полученные А. И. Чекмаревым. В. П. Терских, В. П. Ру 



баником и Ю. М. Дроздовым, совпадают с качественными 
исследованиями И. Г. Малкина. 

Тем не менее, авторами вышеупомянутых работ не были 
получены зависимости между наибольшими отклонениями 

систем (амплитудами колебаний) и основной частотой воз· 
мущающей силы. 

Настоящая работа посвящена исследованию установив
шихся колебаний нелинейных систем с одним или с несколь
кими (несмежными) положениями равновесия под действи
ем периодических возмущающих сил. Рассматриваются как 
ситемы без сопротивления, так и диссипативные системы, 
причем исследуется влияние вязкого и турбулентного сопро
тивления на установившиеся колебания. В результате реше
ний получаются приближенные аналитические выражения 
для амплитудhо-частотных характеристик. Исследуется влия
ние гармоник на резонансные значения амплитуд в диссипа

тивных системах. В основу исследований положена физиче
ская гипотеза о преобладании колебаний с частотами воз
мущающих сил, т. е. пренебрегаем ко111бинационными тона>vi~> 
и субгармоническими колебаниями. 

Для проверки полученных аналитических решений ис
пользуются электронные цифровые вычислительные машины 
Урал-1 и ·Урал-3, а также электронные нелинейные модели
рующие установки ЭМУ-8 и МН-7. 

Диссертационная работа состоит из краткого введения, 
девяти глав, обсуждения результатов с выводами, списка ис
пользованной литературы и приложения. . 

Во введении даны в общих чертах основные этапы разви
тия теории нелинейных колебаний. 

Краткое содержание первой главы, посвященной истори
ческому обзору с анализом выполненных исследований пе· 
риодического негармонического возбуждения нелинейных си
стем и общей характеристике цели исследования, изложено 
выше. 

В первом разделе диссертации, объединяющем главы со 
второй по пятую включительно, исследованию подлежат не
линейные системы, имеющие одно устойчивое положение рав
новесия. Рассматривается восстанавливающая сила, которая 
как правило, описывается нечетной функцией R (х) от обоб
щенной координаты х. При этом уравнение R(x} =0 имеет 
лишь один корень, соответствующий центру периодических 
движе!ШЙ и равный нулю, если этот центр совпадает с на

чалом отсчета :координаты х. 



Во второй главе изложен метод, принятый для исследова
ния стационарных колебаний нелинейных систем, возбужда
емых периодическими негармоническими силами - метод пе

ременного масштаба*). Основная идея этого метода заклю
чается в том, что в исследуемом нелинейнам дифференци
альном уравнении делается замена переменных и зависи

мых, и независимых. Причем, зависимая переменная заме
няется так, чтобы заменяющее дифференциальное уравнение 
было непременно линейным. Выполненная таким образа~ 
линеаризация нелинейных дифференциальных уравнений 
принципиально отличается от таких хорошо известных мето

дов, как метод эквивалентной линеаризации Крылова-Бого
любова**), или метод прямой линеаризации***), когда лине
аризуются нелинейные члены.-

В этой главе рассмотрены свободные колебания с целью 
определения' собственных частот нелинейных систем. 

x+R(x)=O 
В первом приближении при рассмотрении только стацио

нарных колебаний ( t-+ со) собственная частота си-стемы 
определяется по формуле 

'1 = v o:(l +0.756't); --- ~ 2 ·-- Хо, (2) 
11 

где Хо- начальное смещение (t=O, Х=Хо, х=О). 
Метод перемениого масштаба является приближенным в 

силу линеаризации фазовой функции. 
Глава третья посвящена исследованию нелинейных сис

тем без сопротивления: 

х + R(x) = F(x). (3) 
В этой главе рассмотрены различные виды возмущаю

щей силы: 
постоянная сила 

F(t) = F0 = const, 

бигар~юническая косинусандальная сила 

F(t) = F 1 cos ш t + F2 cos f'-'» t, 

*) Боюар М. Г., Допоniдi АН УРСР, N~N~ 10, 11 (1961), N~ 7 (196:2), 
N~ 3 (1963). 

**) Крылов Н. М., Боголюбоn Н. Н_, Введение в нелинейиую мехаю~

ку, Изд. Ан УССР, 1937. 
•••) Пановко Я- Г., Инж. сб. АН СССР. т. 13, 1952. 
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бигармоническая синусоидальная си.1а 

F(t) = F 1 sln w t + F2 sln 11w t 
и произвольная периодическая сила. Здесь 
ние гармоник. 

:1 -- соотноше· 

Действие постоянной силы сводится к смещению центра 
колебаний. В системах с жесткой характеристикой восста· 
навливающей силы это смещение определяется однозначно в 
отличие от системы с мягкой характеристикой, когда смеще
ние центра колебаний может иметь два значения в завиен 
мости от характера приложения силы и ее величины. 

При бигармоническом возбуждении определяются урав
неtшя амплитудно-частотных характеристик. Для косинусои
дальной бигармонической возмущающей силы, когда соот
ношение гармоник 1.1. принимает целочисленные значения 

( JJo = 2, 3, 4 ... ), амплитудно-частотная кривая описывается 
уравнением 

ol2 = v2-~ { 1 + __ 1 -); 
/tA), lg 

( 4) 

ii для синусоидальной силы -уравнением 

2 " .,pl v-,-" (t _j 2), ·) 
<•1 ='1-- /(А) 1-л· -г IQ , (5) 

Здесь f( А) - амплитудная функция, а парамет[J 1. равен: 

i. = - + 12 + ( ~4 .12 2 2 _,_ f 
Физически амплитудно-частотную характеристику можно 

интерпретировать как ход развития амплитуд при непрерыв

ном медленном увеличении основной частоты возмущающей 
СИЛЫ W. 

При бигармоническом возбуждении ход развития ампли
lуд, описываемый уравнением (4) или (5), характеризуется 
следующими основными этапами. В самом начале увеличе
ния частоты возбуждения w, когда разность v- :J.<•J дале
ка от нуля, амплитуда колебаний при действии ~uyx гармо
ник больше, чем при раздельном их действии. На этом участ
ке влияние основной гармоники на амплитуду колебаний, 
вызванных действием второй гармоники, существенно. В 
дальнейшем, с возрастанием частоты возбуждения w, когда 
'1-t.J.IO -+ О, развиваются резонансные амплитуды от деi'l
ствия второй гармоники с частотой :J.(I), На этом учас г-

8 



ке влияние основной гармоники на ход развития колебаниft 
невелико. Затем идет участок развития колебаний, вызван
ных действием основной гармоники, и, пока разность v- w 
не близка к нулю, влияние второй гармоники существенно. 
Когда же эта разность v- ш -+ О, развиваются резонансные 
амплитуды гармоники с основной частотой w Здесь влия
ние второй гармоники мало. После резонанса по основной 
частоте w развиваются колебания с амплитудой, большей, 
чем при раздельном действии гармоник. 

Описанный выше ход развития амплитуд отвечает качест
венным исследованиям И. Г. Малкина. 

Действие произвольно~ периодической силы пt~иода Т 
легко сводится к действию полигармонической силы с основ-

" :27tб • нои частотой w=- лагадаря разложению первон в ряд 
т 

Фурье*). 
Уравнения амплитудно-частотных характеристик анало

гичны уравнениям (4) и (5) с той лишь разницей, что в дан
ном случае вычитаемое в правой части формул (4) и (5) 
содержит сумму бесконечного ряда. При этом, ход развинн 
амплитуд также аналогичен случаю бигармонической возму
щающей силы, но в отличие от последнего имеет бесконечное 
множество резонансных ветвей. Следует заметить, что при 
rезонансах по высшим частотам шш(т- оо) колебательнан 
система (3) ведет себя почти как линейная: «скелетные» кри
вые шm=~v близки к вертикали. 

В четвертой главе рассмотрено влияние л'инейных дисси
nативных сил на установившиеся колебания нелинейных сис
тем: 

х-· + 2nx + R(x) = F(t) (6) 

В случае бигармонического возбуждения таких снсте:-1 
уравнение кривой развития амплитуд имеет вид 

где F1 и F2 - амплитуды гармоник с частотами w и 1-1-w со
ответственно, 1-L -·соотношение гармоник:· !-'- =2, 3, 4, ... Сн-

•) Предnолагаются выnолнимыми уСJJовия Дирихле. 



стема имеет двухрезонансный режим. 

Vv2-n' 
частоте наступает, когда w= , 

-- !.L 
когда ш = ~~ v'-n1. Эти выражения 

Резонанс по· высш(~и 

а по низшей частоте-

являются геометрич'..'-

скими местами точек, в которых касательные к амплитудн()

частотной кривой (7) - горизонтальные прямые. Если пооче
rедно подставить резонансные значения частот в уравнена~ 

/7), можно найти резонансные значения амплитуд. Так, пр:1 
первом резонансе значение амплитуl)ы равно 

F2 
А 1 =- ()I"' 

Р 2n '1' -

а при вrором резонансе 

Коэффициенты р;1 характеризуют влияние i-ой гармоники нз 
резонансное значение амплитуды при резонансе по j -ой гар
монике: 

(8) 

Если 

К таким же результатам можно прийти, если воспоj)ьзо· 
~аться методом прямой линеаризации. 

Таким образом, наличие вязкого сопротивления в нелиней
ной системе сказывается на отсутствии бесконечных ветвей 
амплитудно-частотной кривой. Коэффициенты влияния Pl} 
указывают на то, что резонансные значения амплитуд при би
гармоническом возбуждении отличаются от резонансных зна
чений амплитуд при раздельном действии гармоник. Они за
висят как от соотношения гармониi< [1, так и от соотношенин 
между амплитудами возмущающих гармоник ft и F2. При
чем, р 1 , > 1, а р21 < 1. Т. е. вторая гармониi<:а уменьшает 
резонансное значение амплитуды, вызванное дейстпнем осноо
ной гармоники, и, наоборот, основная гармоника уnеличива~т 
резонансное значение амплитуды, вызванное действием вrо
рой гармоники. 

Если нелинейные диссипативные системы возбуждаются 
произвольной периодической силой периода Т, то при выпол
нении условий Дирихле ее можно разложить в ряд Фуры.:-, 
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представить в виде nолигармонического ряда с основной ча~
тотой w = 2 тt/Т. 

Уравнения амплитудно-частотных кривых аналогичны (7). 
только содержат бесконечное число членов. В выражениях 
резонансных значений амплитуд диссипативных систем стоят 
суммы бесконечных рядов. Поэтому, естественно, вознш<ает 
вопрос о сходимости этих рядов. 

На примере сложной функции возбуждения, имеющей сим
метрию третьего рода, показано получение уравнений для хо
да развития амплитуд установившихся колебаний и резонанL
ных значений амплитуд. В частности, резонансное значение 
dМплитуды при резонансе по m-ой гармонике определяется по 
формуле 

m,J..-==1, 3, 5, ... , (9) 

где F 0 - наибольшее значение возмущающей силы за период. 
Входящий в эту формулу бесконечный ряД сходится и его сум-

1t2 
ма пропорциональна дзета-функции Римана Ц2} -=-. Таким 

б 
образом, сколь бы ни было велико-число гармоник, составлн
ющих разложение в ряд Фурье сложной периодической силы 
F (t), резонансные значения амплитуд имеют конечные зна- · 
чения. 

Сопоставление формулы (9) с выражением резонансного 
значения амплитуды при моногармоническом возбуждении с 
частотой mw 

Ро V4+тt2mi 
1t2 m2 n '1 

дает влияние на резонансное значение амплитуды при резо

нансе по т-ой гармонике всех остальных гармоник, входяrщtх 
в ряд Фурье (функции возбуждения), которое имеет вид 

ао 

,, = 2m4N ~ V4+1t2Л2 
m V ~ - ; т, А=1,3,5, ... , 

' 4+ тt2m\_=l )..2 V tm2- ).2)2 + 4m4N2 

n 
1 де N= -. С возрастанием порядка гармоник коэффициент 

'/ 

~'ш \'Величивается. Однако, здесь надо учесть очень сущест· 
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венное обстоятельство. Как правило, коэффициенты ря.J.а 
Фурье с возрастанием порядка гармоник резко уменьшаютсн. 
Поэтому ОI<азывается целесообразным ограничивать ряд 
Фурье несколькими членами. 

Нелинейные системы с турбулентным сопротивлением ис· 
следованы в пятой главе. Характерной особенностью поведе· 
ния таких систем при возбуждении их как бигармоническими, 
так и произвольными периодическими силами, по сравнению 

с системами с вязким сопротивлением, является то, что в них 

резонансные колебания гасятся сильнее: резонансные значе
ния амплитуд в первом случае значительно меньше, чем во 

втором. Эту же особенность можно наблюдать и в системах 
с линейной характеристикой восстанавливающей силы. 

Второй Jfаздел объединяет главы шестую, седьмую и вось
мую. В нем рассматриваются колебания нелинейных систем, 
имеющих несмежные формы устойчивого равновесия. Благо
даря тому, что в таких системах переход от одной устойчивой 
формы к другой происходит скачкообразно, они получили 
название систем с перескоком. Системы с перескоком нашли 
очень широкое прим~нение в технике, это: пружинные меха

низмы, хлопающие мембраны, желобчатые полосы, обратный 
маятник со спиральной пружиной, гибкие пологие оболочки 
и т. д.*). 

В шестой главе дан вывод уравнения движения свободных 
колебаний систем с перескоком на двух простейших примерах: 
ферма Мизеса и обратный маятник со спиральной пружиной. 
На основании полученного нелинейно1·о дифференциально•·о 
уравнения 

оnределяются периоды свободных колебаний систем с nер~
скоком. В силу физических особенностей таких систем в зави
симости от начальных условий возможны колебания относи
тельно одного из устойчивых положений равновесия q=+ V r:~.. ~ 
- назовем эти колебания малыми - или относительно раd
новесного состояния q=O с охватом всех трех положений рап
иовесия (неустойчивого q=O и устойчивых q=+ V d/?) - эп 
колебания назовем большими. Для нахождения периода мз
лых колебаний можно пользоваться построенной номограм-

*) Па.новко Я. Г., Губанова И. И., Устойчивость и колебания упру:-нх 

сис-тем, «Наука», 1964. 
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мой или приближенной формулой, полученной методом пе
ременного масштаба 

21t 
тм~ ------~9------

V2a.V2-'t 

а больших колебаний - точной формулой 

Т - 4K(k) . -:=1._ А2, 
6

- V-czl,;-1) · а. 

где К - полный эллиптический интеграл первого рода, 

а k - его модуль, k = • f ___ -t __ _ ; или приближенной фор-V 2(• -1) 
IVIyлoй. полученной методом перемениого масштаба 

8,16 
Зt 

V2 а. J/ 1:-2 

Сопоставление результатов вычислений по точным и прибли
женным формулам дает расхождение, меньшее 5%. 

Исследование вынужденных колебаний ведется методом 
перемениого масштаба. Показана возможность линеаризации 
фазовой функции. 

В седьмой главе рассмотрено гармоническое возбуждение 
систем с перескоком. При линеаризации по методу переменНi)
го масштаба нелинейное дифференциальное уравнение при
водится к двум линейным для малых и больших колебаний. 
Так. для малых колебаний получается уравнение 

q. + v,. 2 ( q - v. i-) = F(t). 

а дJНI больших 

(j + v6
2 q = F(t). 

Здесь' '~м и '16 - частоты малых и больших колебаний со 
ответственно. 

В соответствии с этими уравнениями получены выражени;~ 
смплитудно-частотных характеристик 

ш2 = v 2 + Fo И (1)2 = vб2 + F ·' 
м А-~; А 

В зависимости от амплитуды в.озмущающей силы Fn будут 

IЗ 



развиватье-1 13111::\Чале либо малые. либо большие колебаниst. 
Установлено критическое значение F0кр такое, что неравен
ство 

{10) 

является условием существования малых колебаний в дорево
наненой зоне частот возбуждения. 

Наличие вязкого сопротивления в системах с перескоко~t 
при гармоническом возбуждении существенно влияет на ам11-
литуды колебаний только вблизи резонанса. При этом XOJ. 
развития амплитуд описываетсft уравнениями 

ю'~'.'-п' + ~ (-~_~т)' -4n''•' , 

ш2 = vб2-n + .. / Fo2 - 4n2 v 2 • V А2 cs 

а резонансные значения амплитуд равны 

4 - ~+--0- 11 А= --0 -V- F F 
, Р - ~ 2n v,. Р 2n v6 

для малых и больших колебаний соответственно. 
Ход развития амплитуд стационарных колебаний систем с 

nерескоком резко отличается от систем, рассмотренных в пер

ЕОМ разделе. Так, при нулевой частоте (действие постоянн.JЙ 
силы F 0 ) возможны малые или большие колебания в зависи
мости от выполнения условия ( 10). В дальнейшем, с возра1> 
танием частот возбуждения амплитуды стационарных коле· 
баний возрастают. Если вначале развиваются малые колеба
ния, то при некоторой частоте, меньшей резонансной. происх.J
дит срыв на верхнюю ветвь, которая может оказаться в зави· 

симости от параметров системы и коэффициента затухания ~ 
эоне развития больших колебаний. Тогда резонансные значе
ния амплитуд будут соответствовать большим колебаниям. 
После резонанса системы, который имеет место при значении 
частоты возмущаюЩей силы 

w 2=v2-n2 
р 

происходит срыв амплитудно-частотной кривой (если ре·ю
нансная ветвь находится в зоне развития больших колебаний) 
на нижнюю ветвь, расположенную в зоне развития малых К'>· 

лебаний. 
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Глава восьмая посвящена исследованию бигармоническiJ
r о возбуждения систем с перескоком. Если в системе сопро
тивление отсутствует. то амплитудни-частотные кривые опи

сываются уравнениями 

и 

при малых и больших колебаниях соответственно, т. е. имеют 
две бесконечные (резонансные) ветви. Если в систему ввести 
диссипативные силы, пропорциональные скорости, то беско
нечные ветви исчезают, уравнеf!ИЯ амплитудно-частотных ха

рактеристик принимают вид 

для малых и больших колебаний соответственно. 
Резонансные значения амплитуд при резонансах по осноо· 

ной и второй (с частотой р.ш) гармоникам при их совместно:11 
действии отличаются от резонансных значений амплитуд пр;I 
их раздельном действии. Установлены соответствующие коэф
фициенты влияния i-ой гармоники на j -ую гармонику р11 , 
имеющие прежний вид (8) и зависящие как от соотношенич 
амплитуд возмущающей силы F 1 и F2, так и от соотношении 
гармоник р. и коэффициента затухания n. 

Характер развития амплитуд колебаний систем с переско
ком при бигармоническом возбуждении значительно сложнее, 
чем при гармоническом возбуждении. Чтобы выяснить, какие 
начинают развиваться колебания с увеличением частот, начн-
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ная с CD =О, пользуемся неравенством ( 10), в котором при
нимаем F0=F, +F2. На конкретных примерах при различном 
выборе величины F; (так, чтобы Fo<F0~P и Р0 >FокРJ.рассмот
рен ход развития амплitтуд. Определены диапазоны частот, 
при которых развиваются только малые или только большие ·. 
колебания. 

В девятой главе описано применение электронных цифро
вых вычислительных машин и электронных нелинейных моде
лирующих установок для исследования нелинейных колеба
тельных систем. 

Для численного интегрирования на ЭЦВМ Урал-3 принят 
метод Рунге-Кутта. В результате решений определялась амп
литуда ус,тановившегося режима как функция основной час· 
1оты возбуждения w. Однако при решении выпадают щ:Л'>Н:' 
ветви резонансной кривой: одна устойчивая и одна неустойчи
вая. Тем не менее ход развития амплитуд, полученный путе'l 
численного решения, совпадает с результатом приближенных 
<Jналитических решений.· 

Следует отме'Гt!ть, что при решении нелинейнога диффе
ренциального уравнения колебаний систем с перескоком при 
бигармоническом возбуждении на ЭЦВМ Урал-3 был обни
ружен субгармонический резонанс второго рода, т. е. при час
тоте возбуждения, кратной собственной частоте: w = 2v Прi! 
заданной кратности гармоник !-'- =2. Амплитуда стационар
ных колебаний при субгармоническом резонансе меньше, че~t 
при резонансе по основной частоте. 

Электронные моделирующие устройства обладают целым 
рядом известных преимуществ перед ЭЦВМ, кроме того, ttx 
можно рассматривать как динамические системы, описьшае

мые -аналогичными исследуемым системам дифференциаль
ными уравнениями, в том числе нелинейными. При моделиро
I<ании применялись электронные нелинейные моделирующие 
машины непрерывного действия двух типов: ЭМУ-8 и МН-7. 
На полученных осциллограммах хорошо прослеживаютсн 
срывы амплитуд установившихся колебаний при изменении 
основной частоты возбуждения. Ход развития амплитуд, полу
ченный с помощью моделирования, подтверждает результат;_,' 
аналитических решений; при этом расхождения не превыша
ют 10%. При моделировании так же, как и при численном ин
тегрировании на ЭЦВМ, выпадают две ветви резонаисны\ 
кривых: одна - устойчивая и одна - неустойчивая. 
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выводы 

Исследовано периодическое негармоничесi<ое возбуждение 
ряда нелинейных систем. Исследование проведено с помощью 
метода перемениого масштаба, электронных цифровых вычис
лительных машин и нелинейных моделирующих устано
вок. 

При решении линеаризованных уравнени!J использовалась 
физическая гипотеза Каца-Малкина о преобладании в реше
ниях гармоник с теми же частотами, что и возмущающая си

ла. Эта гипотеза нашла свое подтверждение эксперименталь
ными данными, полученными в виде осциллограмм на нелн

нейных моделирующих машинах ЭМУ-8 и МН-7. 
Полученные аналитические выражения амплитудно-час

тотных характеристш< позволяют определить амплитуду ста

ционарных колебаний этих систем в зависимости от а:"~-Ш.'lиту
ды и частоты возмущающей сиJ\ы. 

Результаты исследований стационарных 1юлебаний нели
нейных систем двух видов: систем с одним и несколькими по
ложениями равновесия позволяют сделать следующие основ

ные выводы. 

1. При возбуждении нелинейных систем периодическими 
негармоническими силами колебгния не носят монорезонанс
ный характРр, т. е. амплитудно-частотные кривые имеют не
сколько резонансных ветвей в зависимости от количества гар
монических составляющих возмущающей силы. Ход разви
тия амплитуд стационарных колебаний таков, что при воJ
буждении нелинейной системы полигармоническими силами, 
содержащими т гармоник, система последовательно т раз 

вступает в резонанс по этим гармоникам, начиная с высшей. 
При этом, в нерезонансных зонах амплитудно-частотных кр'I
LЫХ наличие нескольких гармоник в выражении возмущающей 
силы сушественно влияет на величину амплитуды стационар

ных колебаний. 
2. При резонансе по одной из частот возмущающей силы 

F (t) ход развития амплитуд очень близок с ходом развити11 
амплитуд при монохроматическом движении с той же часто· 
той. Несмотря на это, резонансные значения амплитуд при по
Jшгармоническом возбуждении отличаются от резонан'tных 
значений амплитуд при моногармоническом возбуждении с 
резонансной частотой. Коэффициенты влияния P;j характери
зуют влияние нерезонансных гармоник на резонансную амп

.т.итуду. Они зависят как от соотношения амплитуд возмуща-
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ющих гармонических сил, так и от кратности гармоник. При
чем, установлена следующая закономерность r11j > Рл (если 
i <}). 

3. В системах с перескоком, имеющих три положения раu
новесия, могут осуществляться малые колебания относитель
но одного из крайних положений равновесия, являющихся ус
тойчивыми, или большие колебания с охватом всех трех рав
новесных состоянИй в зависимости от амплитуды возмущаю
щей силы (при фиксированной частоте). 'Критерий существо· 
вания больших колебаний обусловлен неравенством Fo> F 0"P 

причем, при бигармоническом возбуждении Fo=F1+F2. Ес.nи 
же амплитуду возмущающей силы считать фиксированной, 
то можно установить диапазоны частот возбуждения, в кото
рых существуют большие или малые I<олебания. 

При малых колебаниях системы с перескоками ведут себя 
как системы с мяп<ой характеристикой восстанавливающей 
силы, а при больших колебаниях - как снетемы с жесткой 
характеристикой восстанавливающей силы. 

4. Исследоваilие на ЭЦВМ и ЭМУ обнаружило удовлетво
рительное совпадение результатов машинных и аналитическо

rо решений. Однюю надо учитывать, что при использовании 
ЭЦВМ и ЭМУ для решения нелинейных дифференциальных 
уравнений мы не имеем возможности дать качественный ана
лиз исследуемой системы. Поэтому необходимо иметь хотя бы 
приближенные аналитические решения, которые затем с Пl)
мощью ЭЦВМ или ЭМУ могут быть уточнены. 

Одновременно, в наиболее точном решении (на ЭЦВМ 
Урал-3) установлено (как и можно было предвидеть) сущест
l:lование субгармонических колебаний. 
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