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ÏÅÐÅÄÌÎÂÀ

Íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íi ðåêîìåíäàöi¨ ïiäãîòîâëåíî äëÿ çäîáóâà÷iâ îñâiòè ñïå-
öiàëüíîñòåé F7 ¾Êîìï'þòåðíà iíæåíåðiÿ¿ òà F5 ¾Êiáåðáåçïåêà òà çàõèñò ií-
ôîðìàöi¨¿, ÿêi âèâ÷àþòü äèñöèïëiíó ¾Êîìï'þòåðíà äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà¿.
Âèäàííÿ ïðèçíà÷åíå äëÿ âèêîðèñòàííÿ ïiä ÷àñ ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü, âèêîíàí-
íÿ iíäèâiäóàëüíèõ çàâäàíü i ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòiâ.

Ìåòîþ âèäàííÿ ¹ ìåòîäè÷íå çàáåçïå÷åííÿ îïðàöþâàííÿ òåìè ïîøóêó íàé-
êîðîòøèõ øëÿõiâ ó çâàæåíèõ ãðàôàõ, ôîðìóâàííÿ ïðàêòè÷íèõ óìiíü çàñòîñî-
âóâàòè àëãîðèòì Äåéêñòðè òà àëãîðèòì Ôîðäà�Ìóðà�Áåëëìàíà, àíàëiçóâàòè
ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü i âèêîðèñòîâóâàòè ïðèêëàäíi ïðîãðàìíi çàñîáè äëÿ ïå-
ðåâiðêè é âiçóàëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ.

Çìiñò ðåêîìåíäàöié óçãîäæåíî ç ðîáî÷îþ ïðîãðàìîþ íàâ÷àëüíî¨ äèñöèï-
ëiíè ¾Êîìï'þòåðíà äèñêðåòíà ìàòåìàòèêà¿, âiäïîâiäíî äî ÿêî¨ âèâ÷åííÿ äèñ-
öèïëiíè ìà¹ çàáåçïå÷èòè, çîêðåìà, ðîçóìiííÿ îñíîâíèõ ïîíÿòü òåîði¨ ãðàôiâ,
ñïîñîáiâ ¨õ çàäàííÿ, óìiííÿ âèêîíóâàòè îïåðàöi¨ íàä ãðàôàìè, à òàêîæ çàñòî-
ñîâóâàòè àëãîðèòìè çíàõîäæåííÿ íàéêîðîòøèõ øëÿõiâ ó ãðàôàõ.

Îïðàöþâàííÿ ìàòåðiàëiâ âèäàííÿ ñïðèÿ¹ äîñÿãíåííþ òàêèõ î÷iêóâàíèõ ðå-
çóëüòàòiâ íàâ÷àííÿ: ðîçóìiòè îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåîði¨ ãðàôiâ, ñïîñîáè ¨õ çàäàí-
íÿ òà âìiòè ïðîâîäèòè îïåðàöi¨ íàä íèìè; âèçíà÷àòè ìàòðèöi iíöèäåíöié òà
äîñÿæíîñòi â ãðàôàõ; çàñòîñîâóâàòè àëãîðèòìè çíàõîäæåííÿ íàéêîðîòøèõ
øëÿõiâ ó ãðàôàõ; âèáèðàòè ìåòîäè äëÿ îïðàöþâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé
òåõíi÷íèõ, åêîíîìi÷íèõ òà iíøèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷, àðãóìåíòóâàòè çàñòîñó-
âàííÿ àëãîðèòìiâ òåîði¨ ãðàôiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷ íà ïðàêòèöi.

Äîñÿãíåííÿ çàçíà÷åíèõ ðåçóëüòàòiâ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ÷åðåç ïîñëiäîâíå îçíàé-
îìëåííÿ ç ïîñòàíîâêîþ çàäà÷i ïðî íàéêîðîòøèé øëÿõ, âèâ÷åííÿ òåîðåòè÷íèõ
îñíîâ àëãîðèòìó Äåéêñòðè òà àëãîðèòìó Ôîðäà�Ìóðà�Áåëëìàíà, ðîçãëÿä
ïðèêëàäiâ ¨õ çàñòîñóâàííÿ, âèêîíàííÿ iíäèâiäóàëüíèõ çàâäàíü, à òàêîæ âè-
êîðèñòàííÿ Maple òà Wolfram Cloud äëÿ êîìï'þòåðíî¨ ðåàëiçàöi¨ âiäïîâiäíèõ
àëãîðèòìiâ.

Äëÿ ñàìîêîíòðîëþ çäîáóâà÷àì îñâiòè ïðîïîíó¹òüñÿ ñàìîñòiéíî âèêîíàòè
iíäèâiäóàëüíi âàðiàíòè çàâäàíü, ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü ïîáóäîâè íàéêîðîò-
øèõ øëÿõiâ i ïîðiâíÿòè ðåçóëüòàòè ðó÷íèõ îá÷èñëåíü iç ðåçóëüòàòàìè, îòðè-
ìàíèìè çà äîïîìîãîþ ïðèêëàäíèõ ïðîãðàìíèõ çàñîáiâ.
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ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×I

Ïðèêëàä òèïîâî¨ ñèòóàöi¨ çàñòîñóâàííÿ, çîáðàæåíî íà ðèñóíêó 1.

ðèñ. 1

Íåîáõiäíî çíàéòè íàéêîðîòøèé øëÿõ ìiæ Ñàí-Ôðàíöèñêî i Áîñòîíîì.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Çàäàíî çâàæåíèé ãðàô çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi âàã
(âàãè íåâiä'¹ìíi). Íåîáõiäíî çíàéòè íàéêîðîòøèé øëÿõ âiä îäíi¹¨ ç äâîõ çà-
äàíèõ âåðøèí äî iíøî¨.

Çàãàëüíà õàðàêòåðèñòèêà àëãîðèòìà. Êîæíié âåðøèíi ãðàôà ñòàâè-
òüñÿ ó âiïîâiäíiñòü òàê çâàíà òèì÷àñîâà ïîìiòêà, ÿêà ¹ âåðõíüîþ ãðàíèöåþ
äîâæèíè øëÿõó âiä ïî÷àòêîâî¨ âåðøèíè s äî äàíî¨ âåðøèíè. Çà äîïîìîãîþ
ïåâíî¨ iòåðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè âåëè÷èíè ïîìiòîê ïîñòóïîâî çìåíøóþòüñÿ òàê,
ùî íà êîæíié iòåðàöi¨ òî÷íî îäíà ç òèì÷àñîâèõ ïîìiòîê ñòà¹ ïîñòiéíîþ. Öå
îçíà÷à¹, ùî òàêà ïîìiòêà äîðiâíþ¹ äîâæèíi íàéêîðîòøîãî øëÿõó âiä âåðøèíè
s äî âåðøèíè, ÿêié âiäïîâiäà¹ öÿ ïîìiòêà.

Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ

• C = [c(xi, xj)] � ìàòðèöÿ âàã,

• Γ(xi) � ìíîæèíà óñiõ âåðøèí òàêèõ, ùî iñíó¹ äóãà (xi, xj),

• Γ−1(xi) � ìíîæèíà óñiõ âåðøèí òàêèõ, ùî iñíó¹ äóãà (xj, xi),

• l(xi) � ïîìiòêà âåðøèíè xi,

• s � ïî÷àòêîâà âåðøèíà, t � êiíöåâà âåðøèíà.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄÅÉÊÑÒÐÈ

Êðîê 1. Ïîêëàñòè

• l(s) := 0 i ââàæàòè öþ ïîìiòêó ïîñòiéíîþ,

• l(xi) :=∞ äëÿ âñiõ xi ̸= s i ââàæàòè öi ïîìiòêè òèì÷àñîâèìè,

• p := s.

Êðîê 2. Äëÿ âñiõ xi òàêèõ, ùî xi ∈ Γ(p) i l(xi) � òèì÷àñîâà, âèêîíàòè

l(xi) := min[l(xi), l(p) + c(p, xi)].

Êðîê 3.

• Ñåðåä óñiõ xi òàêèõ, ùî l(xi) � òèì÷àñîâà, çíàéòè x∗i òàêó, ùî

l(x∗i ) = min[l(xi)],

• l(x∗i ) ââàæàòè ïîñòiéíîþ,

• p := x∗i .

Êðîê 4.

• ßêùî p = t, òî l(p) � äîâæèíà íàéêîðîòøîãî øëÿõó.

• ßêùî p ̸= t, òî ïåðåéòè íà êðîê 2.

Êðîê 5.

• Ñåðåä óñiõ xi òàêèõ, ùî xi ∈ Γ−1(p) i l(xi) � ïîñòiéíà, çíàéòè x∗i (âåðøè-
íà, ÿêà ìà¹ áóòè ïîïåðåäíüîþ äî âåðøèíè p) òàêó, ùî

l(x∗i ) + c(x∗i , p) = l(p),

• p := x∗i .

Êðîê 6.

• ßêùî p = s � STOP.

• ßêùî p ̸= s, òî ïåðåéòè íà êðîê 5.
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Ïðèêëàä 1. Äàíî îði¹íòîâàíèé ãðàô:

ðèñ. 2

Çíàéäiòü íàéêîðîòøèé øëÿõ âiä âåðøèíè A äî âåðøèíè B, âèêîðèñòîâóþ÷è
àëãîðèòì Äåéêñòðè.

Ìàòðèöÿ âàã äàíîãî ãðàôà:

Çíàõîäæåííÿ äîâæèíè íàéêîðîòøîãî øëÿõó

Êðîê 1:

l(s) := 0 i ââàæàòè öþ ïîìiòêó
ïîñòiéíîþ,

l(xi) := ∞ äëÿ âñiõ xi ̸= s i ââà-
æàòè öi ïîìiòêè òèì÷àñîâèìè,

p := s.

Òàáëèöÿ ïîìiòîê

1 2 3 4 5 6

0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

l(1) := 0 - ïîñòiéíà
l(2) = l(3) = l(4) =
= l(5) = l(6) :=∞

p := 1.
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Ïåðøà iòåðàöiÿ

Êðîê 2:

Äëÿ âñiõ xi òàêèõ, ùî
xi ∈ Γ(p) i l(xi) - òèì÷àñîâà,
âèêîíàòè
l(xi) := min[l(xi), l(p) + c(p, xi)].

Òàáëèöÿ ïîìiòîê

1 2 3 4 5 6

0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
11 ∞ 12 26 ∞

l(2) := min{∞; 0 + 11} = 11,

l(4) := min{∞; 0 + 12} = 12,

l(5) := min{∞; 0 + 26} = 26.

Êðîê 3:

Ñåðåä óñiõ xi òàêèõ, ùî
l(xi) � òèì÷àñîâà, çíàéòè x∗i
òàêó, ùî l(x∗i ) = min[l(xi)],
l(x∗i ) ââàæàòè ïîñòiéíîþ,
p := x∗i .

Òàáëèöÿ ïîìiòîê

1 2 3 4 5 6

0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
11 ∞ 12 26 ∞

l(2) := 11 - ïîñòiéíà
p := 2.

Äðóãà iòåðàöiÿ

Êðîê 2:

Äëÿ âñiõ xi òàêèõ, ùî
xi ∈ Γ(p) i l(xi) - òèì÷àñîâà,
âèêîíàòè
l(xi) := min[l(xi), l(p) + c(p, xi)].

Òàáëèöÿ ïîìiòîê

1 2 3 4 5 6

0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
11 ∞ 12 26 ∞

26 12 26 ∞

l(3) := min{∞; 11 + 15} = 26,

l(5) := min{26; 11 + 16} = 26.
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Êðîê 3:

Ñåðåä óñiõ xi òàêèõ, ùî
l(xi) � òèì÷àñîâà, çíàéòè x∗i
òàêó, ùî l(x∗i ) = min[l(xi)],
l(x∗i ) ââàæàòè ïîñòiéíîþ,
p := x∗i .

Òàáëèöÿ ïîìiòîê

1 2 3 4 5 6

0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
11 ∞ 12 26 ∞

26 12 26 ∞

l(4) := 12 - ïîñòiéíà

p := 4.

Òðåòÿ iòåðàöiÿ

Êðîê 2:

Äëÿ âñiõ xi òàêèõ, ùî
xi ∈ Γ(p) i l(xi) - òèì÷àñîâà,
âèêîíàòè
l(xi) := min[l(xi), l(p) + c(p, xi)].

Òàáëèöÿ ïîìiòîê

1 2 3 4 5 6

0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
11 ∞ 12 26 ∞

26 12 26 ∞
26 25 ∞

l(5) := min{26; 12 + 13} = 25.

Êðîê 3:

Ñåðåä óñiõ xi òàêèõ, ùî
l(xi) � òèì÷àñîâà, çíàéòè x∗i
òàêó, ùî l(x∗i ) = min[l(xi)],
l(x∗i ) ââàæàòè ïîñòiéíîþ,
p := x∗i .

Òàáëèöÿ ïîìiòîê

1 2 3 4 5 6

0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
11 ∞ 12 26 ∞

26 12 26 ∞
26 25 ∞

l(5) := 25 - ïîñòiéíà

p := 5.
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×åòâåðòà iòåðàöiÿ

Êðîê 2:

Äëÿ âñiõ xi òàêèõ, ùî
xi ∈ Γ(p) i l(xi) - òèì÷àñîâà,
âèêîíàòè
l(xi) := min[l(xi), l(p) + c(p, xi)].

Òàáëèöÿ ïîìiòîê

1 2 3 4 5 6

0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
11 ∞ 12 26 ∞

26 12 26 ∞
26 25 ∞
26 39

l(6) := min{∞; 25 + 14} = 39.

Êðîê 3:

Ñåðåä óñiõ xi òàêèõ, ùî
l(xi) � òèì÷àñîâà, çíàéòè x∗i
òàêó, ùî l(x∗i ) = min[l(xi)],
l(x∗i ) ââàæàòè ïîñòiéíîþ,
p := x∗i .

Òàáëèöÿ ïîìiòîê

1 2 3 4 5 6

0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
11 ∞ 12 26 ∞

26 12 26 ∞
26 25 ∞
26 39

l(3) := 26 - ïîñòiéíà
p := 3.

Êðîê 3:

Ñåðåä óñiõ xi òàêèõ, ùî
l(xi) � òèì÷àñîâà, çíàéòè x∗i
òàêó, ùî l(x∗i ) = min[l(xi)],
l(x∗i ) ââàæàòè ïîñòiéíîþ,
p := x∗i .

Òàáëèöÿ ïîìiòîê

1 2 3 4 5 6

0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
11 ∞ 12 26 ∞

26 12 26 ∞
26 25 ∞
26 39

l(6) := 39 - ïîñòiéíà.

Äîâæèíà íàéêîðîòøîãî øëÿõó âiä âåðøèíè 1 äî âåðøèíè 6 äîðiâíþ¹ 39.
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Ïîáóäîâà íàéêîðîòøîãî øëÿõó

1 2 3 4 5 6

0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
11 ∞ 12 26 ∞

26 12 26 ∞
26 25 ∞
26 39

Äëÿ âåðøèíè 6 ïîïåðåäíüîþ ìîæå áóòè àáî âåðøèíà 3, àáî âåðøè-
íà 5, îñêiëüêè òiëüêè ç öèõ âåðøèí âèõîäÿòü äóãè, ùî âõîäÿòü ó âåðøèíó 6.
Ïåðåâiðèìî, êîæíó ç íèõ:

âåðøèíà 3 : l(3) + c(3; 6) = 26 + 20 ̸= 39 : âåðøèíà 3 íå ¹ ïîïåðåäíüîþ
äî âåðøèíè 6;

âåðøèíà 5 : l(5) + c(5; 6) = 25 + 14 = 39 : âåðøèíà 5 ¹ ïîïåðåäíüîþ
äî âåðøèíè 6.

Ïî÷èíà¹ìî ïîáóäîâó íàéêîðîòøîãî øëÿõó:

6←− 5

Øóêà¹ìî âåðøèíó, ïîïåðåäíþ äî âåðøèíè 5 :

âåðøèíà 1 : l(1) + c(1; 5) = 0 + 26 ̸= 25 : âåðøèíà 1 íå ¹ ïîïåðåäíüîþ
äî âåðøèíè 5;
âåðøèíà 2 : l(2) + c(2; 5) = 11 + 16 ̸= 25 : âåðøèíà 2 íå ¹ ïîïåðåäíüîþ
äî âåðøèíè 5;
âåðøèíà 4 : l(4) + c(4; 5) = 12 + 13 = 25 : âåðøèíà 4 ¹ ïîïåðåäíüîþ
äî âåðøèíè 5.

Ïðîäîâæó¹ìî ïîáóäîâó íàéêîðîòøîãî øëÿõó:

6←− 5←− 4

Øóêà¹ìî âåðøèíó, ïîïåðåäíþ äî âåðøèíè 4 :
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âåðøèíà 1 : l(1) + c(1; 4) = 0 + 12 = 12 : âåøèíà 1 ¹ ïîïåðåäíüîþ
äî âåðøèíè 4.

Çàâåðøó¹ìî ïîáóäîâó íàéêîðîòøîãî øëÿõó:

6←− 5←− 4←− 1

Âiäïîâiäü:
äîâæèíà íàéêîðîòøîãî øëÿõó: 39, íàéêîðîòøèé øëÿõ: 1 −→ 4 −→ 5 −→ 6.

ÂÀÐIÀÍÒÈ IÍÄÈÂIÄÓÀËÜÍÈÕ ÇÀÂÄÀÍÜ

Îði¹íòîâíèé ãðàô çàäàíî çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi âàã.
Âèêîíàéòå çàâäàííÿ:
1) çîáðàçüòå ãðàô;
2) âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì Äåéêñòðè, çíàéäiòü äîâæèíó íàéêîðîòøîãî

øëÿõó òà ñàì íàéêîðîòøèé øëÿõ âiä âåðøèíè 1 äî âåðøèíè 6 àáî äî
âåðøèíè 7 (ç íàéáiëüøèì íîìåðîì, â çàëåæíîñòi âiä âàðiàíòó);

3) íà çîáðàæåíîìó ãðàôi ïîêàæiòü çíàéäåíèé íàéêîðîòøèé øëÿõ.

Âàðiàíò 1

− 5 10 13 ∞ ∞
∞ − 8 9 13 ∞
∞ ∞ − 5 3 6
∞ ∞ ∞ − 8 10
∞ ∞ ∞ ∞ − 9
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 2

− 11 ∞ 14 15 ∞
∞ − 13 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ − ∞ ∞ 13
∞ 7 11 − 9 ∞
∞ 11 10 ∞ − 14
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


Âàðiàíò 3

− 5 8 7 18 ∞
∞ − 11 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ − ∞ ∞ 17
∞ 10 12 − 6 ∞
∞ 7 8 ∞ − 11
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 4

− 6 8 11 10 ∞
∞ − ∞ 9 7 15
∞ 8 − 7 4 11
∞ ∞ ∞ − 6 7
∞ ∞ ∞ ∞ − 9
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


12



Âàðiàíò 5

− ∞ 11 15 7 ∞ ∞
∞ − ∞ ∞ 14 18 ∞
∞ 9 − 13 7 11 22
∞ ∞ ∞ − ∞ 11 16
∞ ∞ ∞ ∞ − 8 23
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 19
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 6

− 5 6 9 ∞ ∞
∞ − ∞ 3 ∞ 14
∞ 3 − 3 4 16
∞ ∞ ∞ − ∞ 4
∞ ∞ ∞ 3 − 8
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 7

− 7 9 ∞ 11 ∞
∞ − ∞ 6 ∞ 13
∞ 6 − 5 6 ∞
∞ ∞ ∞ − ∞ 7
∞ 4 ∞ 6 − 8
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 8

− 7 15 ∞ 14 ∞
∞ − 7 16 ∞ ∞
∞ ∞ − 19 ∞ 21
∞ ∞ ∞ − ∞ 17
∞ 13 14 15 − 18
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


Âàðiàíò 9

− 10 12 ∞ ∞ ∞
∞ − 11 9 ∞ 19
∞ ∞ − ∞ 10 ∞
∞ ∞ 13 − 11 10
∞ ∞ ∞ ∞ − 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 10

− 7 19 20 ∞ 15 ∞
∞ − ∞ 11 6 ∞ ∞
∞ ∞ − 6 9 ∞ 16
∞ ∞ ∞ − 8 8 13
∞ ∞ ∞ ∞ − 5 15
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 14
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


Âàðiàíò 11

− 7 2 ∞ 13 ∞
∞ − ∞ ∞ 6 ∞
∞ 2 − 1 3 11
∞ ∞ ∞ − ∞ 5
∞ ∞ ∞ 3 − 5
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 12

− 10 11 6 ∞ ∞
∞ − 13 8 11 17
∞ ∞ − 5 6 15
∞ ∞ ∞ − 7 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ − 9
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


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Âàðiàíò 13

− 6 ∞ 9 12 ∞
∞ − 6 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ − ∞ ∞ 6
∞ 4 8 − 6 14
∞ 7 5 ∞ − 10
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 14

− 4 9 8 ∞ ∞
∞ − 2 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ − ∞ ∞ 3
∞ 2 4 − 6 ∞
∞ 2 ∞ ∞ − 3
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


Âàðiàíò 15

− 5 ∞ 10 8 12 ∞
∞ − 7 ∞ 4 9 ∞
∞ ∞ − 5 ∞ 6 11
∞ ∞ ∞ − ∞ ∞ 14
∞ ∞ 6 ∞ − 13 21
∞ ∞ ∞ 8 ∞ − 9
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 16

− 6 9 13 12 ∞
∞ − 5 9 6 ∞
∞ ∞ − 6 ∞ 15
∞ ∞ ∞ − 8 9
∞ ∞ ∞ ∞ − 8
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 17

− 8 10 ∞ ∞ ∞
∞ − 10 9 12 ∞
∞ ∞ − 10 12 7
∞ ∞ ∞ − 9 13
∞ ∞ ∞ ∞ − 11
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 18

− 11 14 ∞ ∞ ∞
∞ − 8 10 15 ∞
∞ ∞ − 11 16 20
∞ ∞ ∞ − ∞ 12
∞ ∞ ∞ 11 − 14
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 19

− 9 7 13 ∞ ∞
∞ − ∞ ∞ 15 ∞
∞ 5 − ∞ ∞ ∞
∞ 6 7 − 8 10
∞ ∞ ∞ ∞ − 12
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 20

− ∞ 9 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ − ∞ 11 5 10 ∞
∞ 4 − 3 6 7 ∞
∞ ∞ ∞ − ∞ ∞ 5
∞ ∞ ∞ 7 − 5 18
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 4
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


14



Âàðiàíò 21

− 4 8 ∞ ∞ ∞
∞ − ∞ 3 ∞ 10
∞ 3 − 4 3 ∞
∞ ∞ ∞ − ∞ 4
∞ 2 ∞ 5 − 7
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 22

− 5 4 ∞ 10 ∞
∞ − ∞ 8 ∞ 13
∞ 6 − 5 8 ∞
∞ ∞ ∞ − ∞ 8
∞ ∞ ∞ 4 − 10
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


Âàðiàíò 23

− 12 10 ∞ 11 ∞
∞ − ∞ 10 7 15
∞ 8 − 7 10 ∞
∞ ∞ ∞ − ∞ 11
∞ ∞ ∞ 6 − 12
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 24

− 15 10 ∞ ∞ ∞
∞ − ∞ ∞ 12 18
∞ 10 − 9 12 19
∞ ∞ ∞ − ∞ 13
∞ ∞ ∞ 11 − 14
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


Âàðiàíò 25

− ∞ 7 12 ∞ 10 ∞
∞ − ∞ ∞ 6 13 ∞
∞ 5 − 4 5 6 ∞
∞ ∞ ∞ − ∞ ∞ 4
∞ ∞ ∞ 8 − 5 9
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 26

− 7 8 13 ∞ ∞
∞ − 9 7 12 ∞
∞ ∞ − 6 7 8
∞ ∞ ∞ − 9 17
∞ ∞ ∞ ∞ − 10
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


Âàðiàíò 27

− 4 5 10 11 ∞
∞ − 11 3 5 ∞
∞ ∞ − 6 7 18
∞ ∞ ∞ − 6 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ − 8
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 28

− 8 ∞ 5 10 ∞
∞ − 7 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ − ∞ ∞ 8
∞ 4 6 − 5 11
∞ 5 5 ∞ − 3
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



15



Ãðàôè äëÿ äîäàòêîâèõ çàâäàíü

ðèñ. 3 ðèñ. 4

ðèñ. 5 ðèñ. 6

ðèñ. 7 ðèñ. 8

ðèñ. 9 ðèñ. 10

16



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄÅÉÊÑÒÐÈ Â MAPLE

Ïðèêëàä 1. Äàíî îði¹íòîâàíèé ãðàô:

ðèñ. 11

Çíàéäiòü íàéêîðîòøèé øëÿõ âiä âåðøèíè A äî âåðøèíè B, âèêîðèñòîâóþ÷è
àëãîðèòì Äåéêñòðè.

ðèñ. 12

Âiäïîâiäü:
äîâæèíà íàéêîðîòøîãî øëÿõó: 39, íàéêîðîòøèé øëÿõ: 1 −→ 4 −→ 5 −→ 6.
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Ïðèêëàä 2. Îði¹íòîâíèé ãðàô çàäàíî ìàòðèöåþ âàã:

− 6 ∞ 5 1 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ − 1 2 5 8 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ − ∞ ∞ 1 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ − 6 ∞ 5 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ 1 ∞ − ∞ ∞ ∞ 9 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ 5 − ∞ 2 1 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ 1 ∞ − ∞ ∞ 4 7 ∞
∞ ∞ ∞ 1 1 ∞ 5 − ∞ 2 10 8
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 1 − ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 2 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 1 ∞ − 2
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 10 ∞ ∞ −



Çíàéäiòü íàéêîðîòøèé øëÿõ âiä âåðøèíè 1 äî âåðøèíè 12, âèêîðèñòîâóþ÷è
àëãîðèòì Äåéêñòðè.
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ðèñ. 13

Âiäïîâiäü:
äîâæèíà íàéêîðîòøîãî øëÿõó: 11,
íàéêîðîòøèé øëÿõ: 1 −→ 5 −→ 3 −→ 6 −→ 8 −→ 10 −→ 11 −→ 12.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÔÎÐÄÀ�ÌÓÐÀ�ÁÅËËÌÀÍÀ

Àëãîðèòì Ôîðäà�Ìóðà�Áåëëìàíà ïðèçíà÷åíèé äëÿ çíàõîäæåííÿ íàéêîðîò-
øèõ øëÿõiâ âiä ïî÷àòêîâî¨ âåðøèíè s äî âñiõ iíøèõ âåðøèí îði¹íòîâàíîãî
çâàæåíîãî ãðàôà.

Íà âiäìiíó âiä àëãîðèòìó Äåéêñòðè, àëãîðèòì Ôîðäà�Ìóðà�Áåëëìàíà äî-
ïóñêà¹ íàÿâíiñòü âiä'¹ìíèõ âàã ðåáåð. ßêùî ó ãðàôi iñíó¹ öèêë âiä'¹ìíî¨ âàãè,
äîñÿæíèé iç âåðøèíè s, òî íàéêîðîòøèé øëÿõ íå iñíó¹.

Iäåÿ àëãîðèòìó ïîëÿãà¹ ó ïîñëiäîâíîìó ïîêðàùåííi (ðåëàêñàöi¨) îöiíîê
äîâæèí øëÿõiâ. Íà êîæíié iòåðàöi¨ âðàõîâóþòüñÿ øëÿõè, ùî ìiñòÿòü íå áiëü-
øå íiæ k ðåáåð. Ïiñëÿ âèêîíàííÿ íå áiëüøå íiæ n−1 iòåðàöié (äå n� êiëüêiñòü
âåðøèí) îòðèìóþòüñÿ äîâæèíè íàéêîðîòøèõ øëÿõiâ, ÿêùî ãðàô íå ìiñòèòü
öèêëiâ âiä'¹ìíî¨ âàãè.

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî îði¹íòîâàíèé ãðàô, ÿêèé ìiñòèòü äóãè ç âiä'¹ìíèìè
âàãàìè (ðèñ. 14).

ðèñ. 14

Íåîáõiäíî çíàéòè íàéêîðîòøèé øëÿõ âiä âåðøèíè x1 äî âåðøèíè x9.

Íà ðèñóíêó 14 çîáðàæåíèé ãðàô, ÿêèé ìiñòèòü âiä'¹ìíi âàãè. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê
ìîæíà áåç ñïåöiàëüíîãî àëãîðèòìó, îñêiëüêè ãðàô ìiñòèòü íåáàãàòî ðåáåð.
Âèêîíàâøè ïåðåáið âàðiàíòiâ, çíàéäåìî íàéêîðîòøèé øëÿõ:
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x1 −→ x3 −→ x5 −→ x8 −→ x9

lmin = 15.

Íà ðèñóíêó 15 âèäiëåíî íàéêîðîòøèé øëÿõ.

ðèñ. 15
Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé çàäàíî îði¹íòîâàíèé çâàæåíèé ãðàô G =

(X,U) ç ìàòðèöåþ âàã C = [c(xi, xj)], äå âàãè ìîæóòü áóòè ÿê äîäàòíèìè,
òàê i âiä'¹ìíèìè. Íåîáõiäíî çíàéòè íàéêîðîòøi øëÿõè âiä ïî÷àòêîâî¨ âåðøè-
íè s äî âñiõ iíøèõ âåðøèí ãðàôà.

Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ

• lk(xi) � äîâæèíà íàéêîðîòøîãî øëÿõó äî âåðøèíè xi, ùî ìiñòèòü íå
áiëüøå íiæ k ðåáåð;

• S � ìíîæèíà âåðøèí, äëÿ ÿêèõ âiäáóëîñÿ ïîêðàùåííÿ îöiíêè íà ïîòî-
÷íié iòåðàöi¨;

• Γ(xi) � ìíîæèíà âåðøèí, ñóìiæíèõ ç xi;

• Γ−1(xi) � ìíîæèíà âåðøèí, ç ÿêèõ iñíó¹ äóãà â xi;

• n � êiëüêiñòü âåðøèí ãðàôà.

21



ÀËÃÎÐÈÒÌ ÔÎÐÄÀ�ÌÓÐÀ�ÁÅËËÌÀÍÀ

Êðîê 1. Iíiöiàëiçàöiÿ:

• k := 1;

• l1(s) := 0;

• l1(xi) := c(s, xi) äëÿ âñiõ xi ∈ Γ(s);

• l1(xi) :=∞ äëÿ iíøèõ âåðøèí;

• S := Γ(s).

Êðîê 2. Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè xi ∈ Γ(S), xi ̸= s, ïîáóäóâàòè ìíîæèíó

Ti = Γ−1(xi) ∩ S

i âèêîíàòè ðåëàêñàöiþ:

lk+1(xi) := min

{
lk(xi), min

xj∈Ti

[
lk(xj) + c(xj, xi)

]}
.

Äëÿ iíøèõ âåðøèí:

lk+1(xi) = lk(xi).

Êðîê 3. Ïåðåâiðêà óìîâè çóïèíêè.

• ßêùî lk+1(xi) = lk(xi) äëÿ âñiõ xi, òî àëãîðèòì çàâåðøó¹òüñÿ � çíàéäåíî
íàéêîðîòøi øëÿõè.

• ßêùî k = n−1 i õî÷à á äëÿ îäíi¹¨ âåðøèíè âèêîíó¹òüñÿ lk+1(xi) ̸= lk(xi),
òî ãðàô ìiñòèòü öèêë âiä'¹ìíî¨ âàãè.

Êðîê 4. Îíîâèòè ìíîæèíó

S := {xi : lk+1(xi) ̸= lk(xi)}.

Êðîê 5. Ïîêëàñòè k := k + 1 òà ïåðåéòè äî Êðîêó 2.
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Ïðèêëàä. Çíàéäiòü íàéêîðîòøèé øëÿõ âiä âåðøèíè x1 äî âåðøèíè x7, ÿêùî
çàäàíî ìàòðèöþ âàã îði¹íòîâàíîãî ãðàôà ç âåðøèíàìè x1, x2, . . . , x7.

− 15 ∞ 12 10 ∞ ∞
∞ − 4 −6 2 ∞ ∞
∞ ∞ − ∞ −4 2 −3
∞ ∞ 10 − 7 ∞ 9
∞ ∞ ∞ ∞ − −5 5
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


Iòåðàöiÿ 1

l1(x1) = 0,

l1(x2) = 15, l1(x4) = 12, l1(x5) = 10,

l1(x3) = l1(x6) = l1(x7) =∞.

Òàáëèöÿ l1(xi)

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
0 15 ∞ 12 10 ∞ ∞

S = {x2, x4, x5}.

Iòåðàöiÿ 2

Γ(S) = {x3, x4, x5, x6, x7}.

Äëÿ x3:

T3 = {x2, x4}, l2(x3) = min{∞; 15 + 4; 12 + 10} = 19.

Äëÿ x4:

T4 = {x2}, l2(x4) = min{12; 15− 6} = 9.

Äëÿ x5:

T5 = {x2, x4}, l2(x5) = min{10; 15 + 2; 12 + 7} = 10.
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Äëÿ x6:
T6 = {x5}, l2(x6) = min{∞; 10− 5} = 5.

Äëÿ x7:

T7 = {x4, x5}, l2(x7) = min{∞; 12 + 9; 10 + 5} = 15.

Òàáëèöÿ l2(xi)

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
0 15 ∞ 12 10 ∞ ∞
0 15 19 9 10 5 15

S = {x3, x4, x6, x7}.

Iòåðàöiÿ 3

Γ(S) = {x3, x5, x6, x7}.

Äëÿ x3:
T3 = {x4}, l3(x3) = min{19; 9 + 10} = 19.

Äëÿ x5:

T5 = {x3, x4}, l3(x5) = min{10; 19− 4; 9 + 7} = 10.

Äëÿ x6:
T6 = {x3}, l3(x6) = min{5; 19 + 2} = 5.

Äëÿ x7:

T7 = {x3, x4, x6}, l3(x7) = min{15; 19− 3; 9 + 9; 5 + 6} = 11.

Òàáëèöÿ l3(xi)

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7
0 15 19 9 10 5 15

0 15 19 9 10 5 11

S = {x7}.
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Iòåðàöiÿ 4

Γ(S) = ∅.

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ íå çìiíþþòüñÿ, àëãîðèòì çàâåðøó¹òüñÿ.

Ïîáóäîâà íàéêîðîòøîãî øëÿõó

Ïiñëÿ çàâåðøåííÿ àëãîðèòìó îòðèìàíî îñòàòî÷íi çíà÷åííÿ:

l(x1) = 0, l(x2) = 15, l(x3) = 19, l(x4) = 9,

l(x5) = 10, l(x6) = 5, l(x7) = 11.

Íåîáõiäíî âiäíîâèòè íàéêîðîòøèé øëÿõ âiä âåðøèíè x1 äî âåðøèíè x7.

Êðîê 1. Ðîçãëÿíåìî âåðøèíó x7.

l(x7) = 11.

Øóêà¹ìî âåðøèíó xj, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

l(xj) + c(xj, x7) = l(x7).

Ìà¹ìî äóãè:

c(x3, x7) = −3, c(x4, x7) = 9, c(x6, x7) = 6.

Ïåðåâiðÿ¹ìî:

19− 3 = 16 ̸= 11,

9 + 9 = 18 ̸= 11,

5 + 6 = 11.

Îòæå, ïîïåðåäíÿ âåðøèíà � x6:

x7 ←− x6.

Êðîê 2. Ïåðåõîäèìî äî âåðøèíè x6.

l(x6) = 5.

�äèíà âõiäíà äóãà:

c(x5, x6) = −5.
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Ïåðåâiðêà:
10− 5 = 5.

Îòæå,
x7 ←− x6 ←− x5.

Êðîê 3. Ïåðåõîäèìî äî âåðøèíè x5.

l(x5) = 10.

Âõiäíi äóãè:

c(x1, x5) = 10, c(x2, x5) = 2, c(x3, x5) = −4, c(x4, x5) = 7.

Ïåðåâiðÿ¹ìî:
0 + 10 = 10,

15 + 2 = 17 ̸= 10,

19− 4 = 15 ̸= 10,

9 + 7 = 16 ̸= 10.

Ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âåðøèíè x1.

x7 ←− x6 ←− x5 ←− x1.

Îñêiëüêè äîñÿãíóòî ïî÷àòêîâó âåðøèíó x1, ïîáóäîâó çàâåðøåíî.

Íàéêîðîòøèé øëÿõ:

x1 −→ x5 −→ x6 −→ x7.

lmin = 11.
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ÂÀÐIÀÍÒÈ IÍÄÈÂIÄÓÀËÜÍÈÕ ÇÀÂÄÀÍÜ

Çíàéòè íàéêîðîòøi øëÿõè âiä âåðøèíè x1 äî âñiõ iíøèõ âåðøèí ãðàôà
ìåòîäîì Ôîðäà�Ìóðà�Áåëëìàíà.

Âàðiàíò 1

− 15 ∞ 12 10 ∞ ∞
∞ − 4 −6 2 ∞ ∞
∞ ∞ − ∞ −4 2 −3
∞ ∞ 10 − 7 ∞ 9
∞ ∞ ∞ ∞ − −5 5
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


Âàðiàíò 2

− 3 ∞ 7 ∞ ∞ ∞
∞ − 5 ∞ 5 11 ∞
∞ ∞ − −4 −6 5 ∞
∞ ∞ ∞ − 8 6 4
∞ ∞ ∞ ∞ − 6 10
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − −3
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


Âàðiàíò 3

− 2 ∞ ∞ 4 ∞ ∞
∞ − ∞ ∞ ∞ 10 ∞
∞ 2 − 3 6 ∞ ∞
∞ −7 ∞ − ∞ ∞ 4
∞ −4 ∞ 8 − ∞ 11
∞ ∞ ∞ −3 −5 − 3
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 4



− 3 8 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ − ∞ 7 ∞ 10 ∞
∞ 4 − ∞ 7 6 10
∞ ∞ −5 − ∞ ∞ 4
∞ −9 ∞ 12 − 6 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − −5
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


Âàðiàíò 5



− 8 7 11 ∞ ∞
∞ − −10 7 ∞ ∞
∞ ∞ − ∞ 6 ∞
∞ ∞ 5 − ∞ 8
∞ ∞ ∞ −6 − 7
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


Âàðiàíò 6



− −3 7 ∞ 8 ∞ ∞
∞ − 5 11 ∞ 13 ∞
∞ ∞ − −5 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ − ∞ 6 4
∞ ∞ 7 9 − −6 12
∞ ∞ 8 ∞ ∞ − 5
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


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Âàðiàíò 7

− 4 7 14 −6 11 ∞
∞ − −3 10 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ − ∞ −8 7 10
∞ ∞ ∞ − ∞ ∞ 3
∞ ∞ ∞ ∞ − 5 ∞
∞ 12 ∞ 5 ∞ − 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 8

− ∞ 6 9 5 ∞ ∞
∞ − ∞ ∞ 7 10 ∞
∞ 3 − ∞ ∞ ∞ 12
∞ ∞ ∞ − ∞ −7 ∞
∞ ∞ −6 8 − 4 8
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 5
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 9

− ∞ 8 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ − ∞ −6 10 12 ∞
∞ 4 − ∞ −7 ∞ ∞
∞ ∞ ∞ − ∞ 3 ∞
∞ 7 10 ∞ − 6 ∞
∞ ∞ ∞ 8 ∞ − 5
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 10



− 6 11 5 ∞ ∞
∞ − ∞ 6 7 6
∞ −5 − ∞ 6 ∞
∞ ∞ ∞ − −4 5
∞ ∞ ∞ ∞ − 7
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 11



− 4 ∞ 15 8 ∞ ∞
∞ − 5 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ − ∞ 9 ∞ 7
∞ ∞ 4 − 10 −6 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ − 7 16
∞ −18 7 ∞ ∞ − 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 12



− 6 12 16 3 ∞ ∞
∞ − 5 ∞ ∞ 13 ∞
∞ ∞ − −5 ∞ ∞ 9
∞ ∞ ∞ − ∞ ∞ 6
∞ −7 ∞ ∞ − 5 15
∞ ∞ 8 ∞ ∞ − 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


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Âàðiàíò 13

− 3 11 ∞ 10 ∞ ∞
∞ − −5 15 ∞ 18 ∞
∞ ∞ − 7 −7 8 9
∞ ∞ ∞ − 10 8 5
∞ ∞ ∞ ∞ − 7 21
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − −6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 14

− ∞ 9 10 11 ∞ ∞
∞ − 6 ∞ 8 9 ∞
∞ ∞ − −7 ∞ 8 12
∞ ∞ −4 − ∞ ∞ 5
∞ ∞ ∞ 14 − 5 11
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 15

− 7 ∞ −8 ∞ ∞
∞ − 13 −9 10 ∞
∞ ∞ − 3 −4 −2
∞ ∞ ∞ − 9 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ − 8
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 16

− 3 ∞ ∞ 7 ∞ ∞
∞ − ∞ 8 5 −10 ∞
∞ 4 −3 6 ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ − ∞ ∞ −5
∞ ∞ ∞ ∞ − 6 13
∞ ∞ 7 6 ∞ − 4
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 17

− 6 15 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ − 5 ∞ 11 18 20
∞ ∞ − −4 −10 7 ∞
∞ ∞ ∞ − ∞ 8 5
∞ ∞ ∞ ∞ − 7 16
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − −6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 18

− ∞ 5 ∞ 6 ∞ ∞
∞ − ∞ ∞ 5 ∞ ∞
∞ 4 − 6 −6 8 ∞
∞ ∞ ∞ − 9 ∞ 7
∞ ∞ ∞ ∞ − 7 ∞
∞ ∞ ∞ −5 ∞ − 8
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


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Âàðiàíò 19

− ∞ ∞ 15 ∞ ∞ ∞
∞ − 6 ∞ 7 11 ∞
∞ ∞ − ∞ ∞ −7 ∞
∞ −8 ∞ − ∞ 5 6
∞ ∞ 5 9 − 4 18
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 20

− 6 9 ∞ ∞ ∞
∞ − ∞ 6 ∞ ∞
∞ −4 − 5 8 10
∞ ∞ ∞ − −5 7
∞ 2 ∞ ∞ − 4
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 21

− ∞ −11 ∞ 5 ∞ ∞
∞ − ∞ 12 8 15 ∞
∞ 5 − 17 −9 12 ∞
∞ ∞ ∞ − ∞ ∞ 5
∞ ∞ ∞ ∞ − 16 27
∞ ∞ ∞ −8 ∞ − 8
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 22



− ∞ 15 ∞ 9 22 ∞
∞ − ∞ ∞ 7 ∞ ∞
∞ −6 − 4 −7 −8 9
∞ ∞ ∞ − ∞ ∞ 5
∞ ∞ ∞ 9 − 8 ∞
∞ ∞ ∞ 11 ∞ − ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 23



− 4 ∞ 10 ∞ ∞ ∞
∞ − 6 12 8 ∞ ∞
∞ ∞ − 5 −8 9 11
∞ ∞ ∞ − ∞ −7 ∞
∞ ∞ ∞ ∞ − 7 13
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 4
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 24



− ∞ ∞ ∞ 6 ∞ ∞
∞ − 3 ∞ 9 ∞ ∞
∞ ∞ − −4 6 −8 8
∞ ∞ ∞ − ∞ ∞ 3
∞ 7 ∞ 9 − 4 15
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 7
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


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Âàðiàíò 25

− 5 ∞ 10 8 12 ∞
∞ − 7 ∞ 4 9 ∞
∞ ∞ − 5 ∞ 6 11
∞ ∞ ∞ − ∞ ∞ 14
∞ ∞ 6 ∞ − 13 21
∞ ∞ ∞ 8 ∞ − 9
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 26

− 6 9 13 12 ∞
∞ − 5 9 6 ∞
∞ ∞ − 6 ∞ 15
∞ ∞ ∞ − 8 9
∞ ∞ ∞ ∞ − 8
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 27

− 8 10 ∞ ∞ ∞
∞ − 10 9 12 ∞
∞ ∞ − 10 12 7
∞ ∞ ∞ − 9 13
∞ ∞ ∞ ∞ − 11
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 28

− 11 14 ∞ ∞ ∞
∞ − 8 10 15 ∞
∞ ∞ − 11 16 20
∞ ∞ ∞ − ∞ 12
∞ ∞ ∞ 11 − 14
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 29

− 9 7 13 ∞ ∞
∞ − ∞ ∞ 15 ∞
∞ 5 − ∞ ∞ ∞
∞ 6 7 − 8 10
∞ ∞ ∞ ∞ − 12
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −



Âàðiàíò 30

− ∞ 9 ∞ ∞ ∞ ∞
∞ − ∞ 11 5 10 ∞
∞ 4 − 3 6 7 ∞
∞ ∞ ∞ − ∞ ∞ 5
∞ ∞ ∞ 7 − 5 18
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 4
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÔÎÐÄÀ�ÌÓÐÀ�ÁÅËËÌÀÍÀ
Â WOLFRAM CLOUD

Wolfram Cloud (Wolfram Language) íàäà¹ âáóäîâàíi çàñîáè äëÿ ðîáîòè ç
îði¹íòîâàíèìè çâàæåíèìè ãðàôàìè òà çàäà÷àìè ïîøóêó íàéêîðîòøèõ øëÿ-
õiâ. Ïîáóäîâà ãðàôà çäiéñíþ¹òüñÿ íà îñíîâi ìàòðèöi âàã, ïiñëÿ ÷îãî çàñòîñî-
âóþòüñÿ ñòàíäàðòíi ôóíêöi¨ äëÿ çíàõîäæåííÿ äîâæèíè òà ñàìîãî íàéêîðîò-
øîãî øëÿõó. Wolfram Language àâòîìàòè÷íî îáèðà¹ àëãîðèòì çàëåæíî âiä
òèïó âàã:

� ÿêùî âñi âàãè íåâiä'¹ìíi � âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àëãîðèòì Äåéêñòðè;

� ÿêùî ó ãðàôi ¹ âiä'¹ìíi âàãè � çàñòîñîâó¹òüñÿ àëãîðèòì
Ôîðäà�Ìóðà�Áåëëìàíà.

Òàêèì ÷èíîì, êîðèñòóâà÷åâi íå ïîòðiáíî ÿâíî çàäàâàòè àëãîðèòì � ñèñòå-
ìà ñàìîñòiéíî âèçíà÷à¹ îïòèìàëüíèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ. Îáìåæåííÿì ¹ íà-
ÿâíiñòü âiä'¹ìíîãî öèêëó, äîñÿæíîãî çi ñòàðòîâî¨ âåðøèíè. Ó òàêîìó âèïàäêó
íàéêîðîòøèé øëÿõ íå iñíó¹, îñêiëüêè äîâæèíó øëÿõó ìîæíà íåîáìåæåíî
çìåíøóâàòè. Äàëi ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïîøóêó íàéêîðîò-
øîãî øëÿõó ìåòîäîì Ôîðäà�Ìóðà�Áåëëìàíà ó Wolfram Cloud.

Ïðèêëàä. Çíàéòè íàéêîðîòøèé øëÿõ âiä âåðøèíè 1 äî âåðøèíè 7, ÿêùî
îði¹íòîâàíèé ãðàô çàäàíî ìàòðèöåþ âàã:



− 15 ∞ 12 10 ∞ ∞
∞ − 4 −6 2 ∞ ∞
∞ ∞ − ∞ −4 2 −3
∞ ∞ 10 − 7 ∞ 9
∞ ∞ ∞ ∞ − −5 5
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ −


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Áëîê êîäó

m = {

{0, 15, Infinity, 12, 10, Infinity, Infinity},

{Infinity, 0, 4, -6, 2, Infinity, Infinity},

{Infinity, Infinity, 0, Infinity, -4, 2, -3},

{Infinity, Infinity, 10, 0, 7, Infinity, 9},

{Infinity, Infinity, Infinity, Infinity, 0, -5, 5},

{Infinity, Infinity, Infinity, Infinity, Infinity, 0, 6},

{Infinity, Infinity, Infinity, Infinity, Infinity, Infinity, 0}

};

g = WeightedAdjacencyGraph[m];

FindShortestPath[g, 1, 7]

GraphDistance[g, 1, 7]

Ïîÿñíåííÿ äî êîäó

1) Ìàòðèöÿ m çàäà¹ âàãè äóã ãðàôà.
2) WeightedAdjacencyGraph[m] çàäà¹ îði¹íòîâàíèé çâàæåíèé ãðàô.
3) FindShortestPath[g, 1, 7] âèçíà÷à¹ ïîñëiäîâíiñòü âåðøèí íàéêîðîòøîãî
øëÿõó.
4) GraphDistance[g, 1, 7] îá÷èñëþ¹ äîâæèíó öüîãî øëÿõó.

Wolfram àâòîìàòè÷íî çàñòîñîâó¹ àëãîðèòì Ôîðäà�Ìóðà�Áåëëìàíà, îñêiëü-
êè â ìàòðèöi ïðèñóòíi âiä'¹ìíi âàãè.

Ðåçóëüòàò

{1, 5, 6, 7}

11

Îòæå, íàéêîðîòøèé øëÿõ:

1 −→ 5 −→ 6 −→ 7,

äîâæèíà øëÿõó äîðiâíþ¹ 11.
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Áëîê êîäó

g2 = SimpleGraph[g];

Graph[g2,

VertexLabels -> Placed["Name", Center],

EdgeLabels -> Placed["EdgeWeight", Center],

VertexSize -> 0.35,

VertexLabelStyle -> Directive[14],

EdgeLabelStyle -> Directive[14],

EdgeStyle -> Thick,

ImageSize -> Large

]

Ïîÿñíåííÿ

1) g2 = SimpleGraph[g] ôîðìó¹ìî ãðàô áåç ïåòåëü;
2) VertexSize -> 0.35 çáiëüøó¹ ðîçìið âåðøèí;
3) VertexLabelStyle -> Directive[14] çàäà¹ ðîçìið øðèôòó íîìåðiâ

âåðøèí;
4) EdgeLabelStyle -> Directive[14] çáiëüøó¹ ðîçìið ÷èñåë âàã;
5) EdgeStyle -> Thick çáiëüøó¹ òîâùèíó ðåáåð;

ðèñ. 16
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