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Предложена задача анализа функциональных взаимосвязей между входными 
параметрами трибосистемы, материалом контактных поверхностей и сма-
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учитывающие физико-химическое процессы в контакте; характеризующие 
тепловые факторы, возникающие при трении и износе. Использован метод ре-
грессионного анализа для математической обработки экспериментальных 
данных, адекватность модельного приближения которого оценивается обоб-
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Проблема описания контактного взаимодействия пар трения. Фрикцион-
ное взаимодействие, вследствие сложности и многообразия физико-химических 
процессов, которые их сопровождают, часто невозможно с необходимой полнотой 
и точностью описывать исключительно с помощью моделей механики. 

Неполнота информации о явлениях сопровождающих трение тел и, как ре-
зультат, недостаточная точность при их моделировании и расчетах, существенно 
осложняет проектирование элементов конструкций и узлов, которые работают в 
условиях фрикционного контакта. Структурная приспосабливаемость и измене-
ние трибологической системы в процессе эксплуатации могут существенным 
образом изменить выходные параметры, используемые при прогнозировании 
ресурса узла трения.  

Одним из способов решения данной научной проблемы является совместное 
использование экспериментальных исследований с последующим установлением 
аналитических зависимостей, которые описывают особенности трибоконтакта. При 
физическом моделировании трибологических процессов важно использовать мето-
дику испытаний, которая может оценить работу трибосистемы в реальных условиях 
эксплуатации, выявить закономерности влияния состава, строения, состояния 
структурных компонентов на характер контактного взаимодействия и триботехни-
ческие свойства контактных поверхностей, установить кинетику изнашивания при 
нелинейной зависимости скорости износа от контактных параметров. Математиче-
ское моделирование трибологических процессов включает получение критериев 
подобия и применение критериальных зависимостей для прогнозирования триболо-
гических характеристик узла трения при эксплуатации [1; 2].  

Структура упрощенной математической модели двигателя внутреннего сго-
рания для моделирования влияния химмотологических и трибологических про-
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цессов на динамику двигателя, его КПД и смазочную способность, основывается 
на двух требованиях – универсальности и адекватности [3]. Универсальность 
позволяет использовать модель в широком диапазоне внешних условий, в том 
числе – в составе моделей более высокого уровня. Адекватность обеспечивает 
соответствие модели конкретным условиям проведения эксперимента. При этом 
основной целью математического моделирования является прогнозирование 
протекания трибологических процессов в различных условиях, к которым отно-
сятся и условия, не охватываемые натурным экспериментом. 

Численное моделирование механизмов трения в граничном и смешанном 
режимах смазочного действия, доминирующих при нестационарной работе эле-
ментов трибосопряжений, является перспективным направлением в плане оцен-
ки изменения свойств конструкционных материалов при эксплуатации. В работе 
[4] с использованием комбинированных численных и экспериментальных под-
ходов приведены результаты моделирования проявления смазочным материалом 
вязко-упругих свойств при воздействии давления в закрытых смазочных обла-
стях, образующихся на поверхности металла. В работе [5] разработана методика 
математического моделирования переходных процессов в трибосистемах, поз-
воляющая определять ресурс и механические потери на трение проектируемых 
трибосистем с учетом износа на приработку.  

При экспериментально-теоретическом описании фрикционного взаимодей-
ствия тел в конкретных условиях эксплуатации важно не только установить ко-
личественные взаимосвязи между исследуемыми величинами, ни и построить 
обобщенные зависимости, которые не только подтверждают количественные 
экспериментальные взаимосвязи, но и позволяют прогнозировать поведение 
трибоконструкций при изменении режимов их работы. 

Цель работы – разработка методики оценки эксплуатационных характери-
стик трибосистем с учетом трибологических инвариантов, характеризующих 
особенности физико-механических процессов возникающих в условиях трения. 

Обобщенная постановка задачи. На данный момент сформировались два 
подхода к решению задач моделирования и идентификации сложных систем: 
содержательное моделирование (hard modeling) и формализированное модели-
рование (soft modeling) [6]. 

В первом случае на основе известных базовых представлений о закономер-
ностях процессов строится система дифференциальных уравнений, решение ко-
торой позволяет исследовать особенности поведения искомого объекта. 

Второй подход используется тогда, когда идентификация физико-химических 
процессов в исследуемом объекте слишком сложна или невозможна. 

При этом наиболее эффективным на данный момент подходом является 
подход, который базируется на построении функциональных приближений тре-
ния и износа тел с помощью трибологических инвариантов [7]. 

На данный момент выделяют три основных группы трибологических инва-
риантов: 1) описывающие механическое взаимодействие тел; 2) учитывающие 
физико-химическое процессы в контакте; 3) представляющие тепловые факто-
ры, возникающие при трении и износе. 

Для учета механического взаимодействия тел, в литературе приняты следу-
ющие инварианты: 
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a  – комплекс, характеризующий напряженное состояние тел в зоне кон-

такта ( a
p

HB
   или a

f p
HB


  , где р  – нормальное контактное давление, f  – 

коэффициент трения, HB  – твердость материала); 
см  – комплекс, определяющий относительную толщину смазочного слоя 

(h – толщина слоя смазки,  1 22 2
1 2a a aR R R    , 1aR , 2aR  – среднестатистиче-

ские отклонения шероховатости); 

1
y

p




 


 – инвариант, который используется для характеристики уста-

лостной прочности поверхностей трения ( – коэффициент, который зависит от 
коэффициента трения f  и напряженного состояния в контакте, 1  – предел 
усталости материала в данных условиях работы); 

ш  – инвариант, который характеризует шероховатость поверхности тре-
ния, он имеет различный вид:  

1. ш
a

r
R

  , где r – средний радиус микронеровности;  

2. ш
ш

a

S
R

  , где шS  – средний шаг неровностей;  

3. max
ш 1

R
b   , где maxR  – наибольшая высота неровностей профиля, 1b   – 

параметр опорной кривой. 
По мнению авторов, при рассмотрении особенностей контактного взаимо-

действия выражение, описывающие напряженное состояние в зоне контакта  

a
f p
HB


   существенно упрощено, поскольку необходимо также учитывать не 

только твердость непосредственно на поверхности, но и ее 3-D функциональное 
распределение (градиентность), которая может существенно изменятся в резуль-
тате конструктивной, технологической или эксплуатационной модификации. 

Например, проведённый анализ изменения микротвёрдости (Н20) приповерх-
ностных слоёв стали 45 при трении качения с проскальзыванием от 3 до 40% вы-
явил неоднородность прочностных свойств металла по глубине (рис.1). Исходная 
поверхность стали 45 после закалки, высокотемпературного отпуска и шлифова-
ния характеризуется положительным градиентом механических свойств с макси-
мальной зоной упрочнённого слоя на глубине 75 – 95 мкм (Н20 составляет 
5290МПа) (рис.1, а). 

Для контактных поверхностей с минимальным проскальзыванием 3% до глу-
бины 50 мкм установлено разупрочнение приповерхностных слоёв металла в пре-
делах 1700 – 1000 МПа, а в центральной части по длине контакта, соответствующей 
линии соприкосновения исследуемых образцов, наблюдается расширение объёма 
упрочнённого металла до глубины 200 мкм (рис.11, б). С увеличением проскальзы-
вания до 20% зона разупрочнения охватывает приповерхностные слои до 20–25 мкм, 
на глубине 40 мкм начинается упрочнение приповерхностных слоёв (рис.11, в). 
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Рис. 1. Распределение микротвердости поверхностных слоев металла 
по глубине по линии контакта пар трения 

Установлена аналогичная эпюра распределения микротвёрдости по линии 
соприкосновения пар трения – зона максимального упрочнения распространяет-
ся на глубину до 120 мкм и соответствует Н20=5500 МПа. Для контактных по-
верхностей с проскальзыванием 40% установлен минимальный объём разупроч-
нённого слоя – микротвёрдость приповерхностных слоёв снижается на 400 – 500 
МПа до 10 мкм по глубине (рис.11, г). Нижележащие слои характеризуются по-
степенным сильным упрочнением до 7600 МПа на глубине до 160 мкм. 

Для учета пространственной нелокальности поверхности твердости предла-
гается, в соответствии с работой [8], вместо HB  ввести усредненное значение 

HB , которое вычисляется по формуле: 

 
*

*
1

V

HB HB x dx
V

  ,     (1) 

где *V  – рассматриваемая окрестность локальной области. 

С учетом [9], примем что    3
* 1.2...1.3 2

dV   , где d – диаметр единичного 

пятна контакта. 
При анализе физико-химического воздействия среды рассматриваются сле-

дующие инварианты:  
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0
кин

ф

pV
HB d

 

  – комплекс, характеризующий временной фактор физико-

химических превращений в области контакта ( p – контактное давление, V  – 
относительная скорость перемещения в области контакта, 0  – характерное дав-
ление, фd  – средний диаметр пятна контакта);  

. .гр ад
R T
Q


   – комплекс, который описывает свойства граничной смазки ад-

сорбционной природы ( R  – газовая постоянная, T  – абсолютная температура в 
контакте, Q  – теплота абсорбции смазочных слоев). 

При учете влияния на изнашивание тепловых факторов рассматриваются 
следующие инварианты:  

. .к т
кр

t
t

   – комплекс, который учитывает влияние контактной температуры 

( t  – температура в зоне контакта тел, крt  – критическая температура, которая 
характерна для заданных условий контакта тел);  

. . .
Т

к т с
кр

q
t


 


 – комплекс, который характеризует влияние температурного 

градиента и теплового граничного слоя ( q – плотность теплового потока, Т  – 
толщина теплового слоя,   – коэффициент теплопроводности);  

 . . 1т н
кр

E t
 

  
 – комплекс, который определяет термонапряженность по-

верхностных слоев ( E – модуль упругости,   – температурный коэффициент 
линейного расширения, t  – прирост температуры,   – коэффициент Пуассона, 

кр  – критический уровень напряжений);  

. .т с – комплекс характеризующий способность к схватыванию пары тре-
ния, который выражается как отношение теплосодержания материала при нагре-
ве к температуре контактного плавления к пластической постоянной ( – плот-
ность, с  – удельная теплоемкость, K  – пластическая постоянная материала), в 
некоторых случаях ее можно представить в виде: 

T

с t 


, где t  – прирост темпе-

ратуры до контактного плавления, T  – предел текучести материала. 

Разработка методики оценки эксплуатационных характеристик трибоси-
стем. Математическая обработка экспериментальных данных зависимости поведе-
ния фрикционной системы от трибологических инвариантов предлагается прово-
дить при помощи методов регрессионного анализа по следующему алгоритму: 

1. Выбор и построение математической модели отклика исследуемой систе-
мы (линейной и нелинейной); 

2. Константное наполнение модели с помощью метода наименьших квадратов; 
3. Установление погрешности математической модели и экспериментальных 

данных; 
4. Оценка модели с помощью совокупности критериев качества; 
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5. Прогнозирование поведения исследуемой системы при помощи постро-
енной модели. 

Рассмотрим вышеприведенный алгоритм подробнее. 
Выбор математической модели будем проводить в общем случае в следую-

щем виде [10]: 

   0 1 1 1 1ˆ ( ) ... ( ) ... , ... ,...,k k k n n i j h h ky b b f x b f x b f x x b f x x        ,  (2) 

где 0b , …, hb  –  искомые коэффициенты математической модели, 1x , …, kx  – 
управляемые факторы, 1f , …, hf  – известные базисные функции от управляе-
мых параметров. 

Константное наполнение (поиск коэффициентов 0b , …, hb ) будем прово-
дить при помощи модифицированного метода наименьших квадратов, который 
сводится к следующему выражению: 

    2

1 1
1

ˆ ,..., ,..., min
N

i i i i
k i i k

i
R y x x y x x



    ,  (3) 

где  1 ,...,i i
i kx x  – заданные весовые функции,  1ˆ ,...,i i

ky x x  – значение получа-

емое в результате модельного приближения, iy  – значение, получаемое в ре-
зультате эксперимента. 

В случае, если  1 ,...,i i
i kx x  для 1...i N  выражение (3) превращается в 

классический метод наименьших квадратов. 
Функционал (3) эквивалентен следующей системе: 

0

0

...

0
h

R
b

R
b

  

  


,      (4) 

которая является базовой для поиска коэффициентов 0b , …, hb . 
Критериями качества построенной математической модели примем следу-

ющие показатели: 
1. Среднее абсолютное отклонение (Mean Absolute Derivation, MAN): 

1

1 n

t
t

MAD
n




  ,     (5) 

где t  – погрешность (отклонение) между расчетными (модельными) и экспе-
риментальными данными в точке t , n  – число экспериментальных данных. 

2. Среднеквадратическая ошибка (Mean Squared Error, MSE): 
2

1

1 n

t
t

MSE
n




  .     (6) 

3. Сумма квадратов ошибки (Sum Squared Error, SSE): 
2

1

n

t
t

SSE 


 .     (7) 

4. Средняя абсолютная ошибка в процентах (Mean Absolute Percentage 
Error, MAPE): 
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1

1 n
t

t t

MAPE
n Y





  ,     (8) 

где tY  – экспериментальные данные в точке t . 
5. Средняя процентная ошибка (Mean Percentage Error, MPE): 

1

1 100
n

t

t t

MPE
n Y





  ,     (9) 

6. Коэффициент детерминации: 

 
2

2

1

1 n

t
t

SSER
Y Y



 


,    (10) 

где 
1

1 n

t
t

Y Y
n 

  . Чем ближе 2R  к 1, тем лучше модель описывает реальные дан-

ные. Модель считается адекватной, если 2 0,75R  . 
7. Скорректированный коэффициент детерминации (CКД): 

 211 1
1

nСКД R
n r


  

 
,    (11) 

где r  – размерность модели. 
8. Стандартную ошибку оценки будем определять по формуле: 

1
SSEs MSE

n r
 

 
.    (12) 

9. Величина коррелированности факторов характеризуется парным коэф-
фициентом корреляции: 

 
  

   
1

22

1 1

,

n

it i jt j
t

ij i j n n

it i jt j
t t

x x x x
r x x

x x x x



 

 


 



 
,    (13) 

где itx , jtx  – значение i-го, j-го фактора в t-ом опыте, 
1

1 n

i it
t

x x
n 

  , 
1

1 n

j jt
t

x x
n 

   

10. Связь между статистикой F  и значением 2R описывается соотношением: 
2

2
1

1
R n rF

R r
      

.     (14) 

При уровне значимости   гипотеза про значения коэффициентов 0b , …, 

hb принимается, если F F . 
Для принятия решения на основе всей совокупности критериев предлагается 

следующий обобщенный аддитивный функционал: 

0
1

q

i i
i

G G 


  ,      (15) 

где  1, ;0,iG  если даные удовлетворяют i-му критерию  в ином случае , i  
– весовые значения функции iG , q  – количество критериев. 
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Если 0 0
крG G , то предложенное модельное приближение неадекватно опи-

сывает данные, если 0 0
крG G , то мы имеем адекватное модельное приближение. 

В последнем случае, мы можем использовать функцию вида (2) для интерполя-
ции и экстраполяции данных (рис. 2). 

        
а                                                           б 

Рис. 2. Износ опережающей (а) и отстающей (б) поверхностей в условиях 
качения с проскальзыванием 20% в режиме пуск – остановка. 

Таким образом, использование предложенной методики обработки эмпири-
ческих данных позволит выделить наиболее значимые факторы, влияющие на 
смазывающие, реологические, антифрикционные и противоизносные свойства 
трибоконтакта. Построение математических зависимостей на основании этих 
данных позволит прогнозировать кинетику изменения триботехнических 
свойств контакта на стадии проектирования узлов трения, работающих в усло-
виях качения с переменным проскальзыванием. 

Выводы: 
1. Проанализировано современное состояние описания фрикционного взаи-

модействия тел с учетом локальных контактных нагрузок. 
2. Проведен выбор трибологических инвариантов, которые характеризуют 

особенности физико-механических процессов возникающих в условиях трения. 
3. Предложена методика, позволяющая проводить экспериментальную обра-

ботку эмпирических данных, а также функционал, который по совокупности за-
данных критериев оценивает адекватность построенной математической модели. 
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О. О. МІКОСЯНЧИК, М. О. КУЗІН  
ДО ПИТАННЯ ВИБОРУ МЕТОДИКИ ВСТАНОВЛЕННЯ ФУНКЦІОНАЛЬНИХ 

ВЗАЄМОЗВ'ЯЗКІВ ТРИБОПРОЦЕСІВ ПРИ ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНОМУ 
 ДОСЛІДЖЕННІ ПАР ТЕРТЯ З ЛОКАЛЬНИМ КОНТАКТОМ 

Запропонована задача аналізу функціональних взаємозв'язків між вхідними параметрами 
трибосистеми, матеріалом контактних поверхонь та змащувального матеріалу при терті 
за допомогою трибологічних інваріантів. Розглянуті інваріанти, які характеризують ме-
ханічну взаємодію тіл; враховують фізико-хімічні процеси в контакті; оцінюють теплові 
фактори, що виникають при терті та зношуванні. Використано метод регресійного аналі-
зу для математичної обробки експериментальних даних, адекватність модельного на-
ближення якого оцінюється узагальненим адитивним функціоналом, що допускає вико-
ристання одержаної функції для інтерполяції та екстраполяції даних. 

Ключові слова: тертя, математичне моделювання, трибологічні інваріанти, регресійний 
аналіз, адитивний функціонал. 
О.О. MIKOSYANCHUK, N.O. KUSIN  

THE SELECTION OF THE PROCEDURE FOR ESTABLISHING FUNCTIONAL 
RELATIONSHIP IN TRIBOTECHNICAL PROCESS IN EXPERIMENTAL STUDIES OF 

FRICTION PAIRS WITH LOCAL CONTACTS 
A task analysis of the functional relationships between the input parameters of tribosystem, 
material of contact surfaces and the lubricant under friction is suggested with the support of 
tribological invariants. Those invariants has been taking into account, which   describe the me-
chanical interaction of objects; include physical and chemical processes in the contact; charac-
terize thermal factors arising from friction and wear. The method of mathematical regression 
analysis has been applied for experimental data processing. The adequacy of the model approx-
imation is estimated by generalized additive functional, allowing to apply the function for data 
interpolation and extrapolation. 
Keywords: friction, mathematical modeling, tribological invariants, regression analysis, func-
tional additive. 
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