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Опір матеріалів [Текст] : метод. рекомендації до виконання розрахунко-
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стержня» / уклад.: С. А. Костриця, Л. В. Урсуляк, В. М. Даценко, Л. О. Неду-
жа; Укр. держ. ун-т науки і технологій. – Дніпро, 2022. – 58 с. 

У методичних рекомендаціях наведено основні теоретичні відомості, які необхідні 
для виконання відповідної розрахунково-графічної роботи. Детально розглянуто приклади 
добору площі поперечного перерізу стиснутих стержнів різних конфігурацій. Запропоно-
вано завдання для самостійної роботи. Наведено список рекомендованої літератури, яким 
варто скористатися для поглибленого вивчення теоретичного матеріалу. 

Видання сприяє кращому засвоєнню теми «Добір площі поперечного перерізу стисну-
того стержня» дисципліни «Опір матеріалів», розвитку навичок виконання інженерних 
розрахунків, допомагає скоротити час на виконання розрахунково-графічної роботи. 

Для студентів денної та безвідривної форм навчання всіх спеціальностей, навчальни-
ми програмами яких передбачено вивчення дисципліни «Опір матеріалів». 
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ВСТУП 

Одним з необхідних розрахунків під час проєктування сталевих кон-
струкцій є розрахунок на стійкість. 

Розрахунок стійкості на стадії проєктування дозволяє запобігти ризику 
втрати конструкцією несучої спроможності внаслідок втрати стійкості. Особ-
ливо це важливо при проєктуванні мостів, оскільки однією з основних при-
чин їхнього обвалення є втрата стійкості в елементах конструкції моста або 
конструкції в цілому. 

Для оцінки стійкості конструкції необхідно визначити значення критич-
ної сили та критичного напруження. Формула розрахунку критичної сили бу-
ла отримана Леонардом Ейлером понад 200 років тому, проте досі не втрати-
ла своєї актуальності та використовується в різних нормативних документах. 
Але теоретичний розв’язок, отриманий Ейлером, виявився придатним на 
практиці лише для дуже обмеженої категорії стержнів, а саме: тонких і дов-
гих, з великою гнучкістю. Тим часом у конструкціях дуже часто використо-
вуються стержні з малою та середньою гнучкістю. Спроби застосовувати 
формулу Ейлера для обчислення критичних напружень і перевірки стійкості 
таких стержнів вели іноді до дуже серйозних похибок, а інколи й до ката-
строф. Другим суттєвим недоліком формули Ейлера є те, що в ході виконан-
ня розрахунків на стійкість, пов’язаних з добором поперечного перерізу 
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стиснутого стержня, заздалегідь не відомо, чи можна цю формулу викори-
стовувати, оскільки величина гнучкості стержня є невідомою. 

Тому в практиці інженерних розрахунків найбільшого поширення набув 
метод розрахунків на стійкість, що базується на застосуванні коефіцієнтів 
зменшення основного розрахункового опору матеріалу (для будівельних га-
лузей) або допустимого напруження (для машинобудівних галузей), які ще 
називають коефіцієнтами поздовжнього згинання. Основна ідея цього методу 
полягає в тому, що стискальні напруження в стержні не повинні перевищува-
ти розрахункового опору (допустимого напруження) на стійкість, який також 
визначається з використанням коефіцієнтів зменшення основного розрахун-
кового опору (допустимого напруження). Коефіцієнти зменшення основного 
розрахункового опору (допустимого напруження) наведені в довідковій літе-
ратурі в спеціальних таблицях, а також у цих методичних вказівках та зале-
жать від виду матеріалу та гнучкості стержня. 

З використанням цього методу можна розв’язувати три основні задачі  
розрахунків на стійкість: 

1. Перевірний розрахунок, пов’язаний з перевіркою стійкості стержня 
при заданому стискальному навантаженні. 

2. Добір величини допустимого стискального навантаження для стержня. 
3. Проєктувальний розрахунок, пов’язаний з добором поперечного пере-

різу стержня при заданому стискальному навантаженні. 
У цих методичних рекомендаціях детально, на прикладах, розглянуто по-

рядок виконання саме проєктувального розрахунку, а також наведено основні 
теоретичні поняття. З повним теоретичним матеріалом та порядком виконан-
ня інших видів розрахунків на стійкість можна ознайомитись у відповідному 
розділі 2-ї частини курсу «Опір матеріалів» у СНД Moodle (ННЦ «Лідер»), 
перейшовши за посиланням: 

https://lider.diit.edu.ua/mod/lesson/view.php?id=15445&pageid=53979&startl
astseen=no. 

Перш ніж розпочати виконання завдання, необхідно вивчити теоретичний 
матеріал і розібрати приклади, що стосуються змісту завдання. Такі приклади 
надані в методичних вказівках та підручниках, які пропонуються лектором 
або керівником практичних занять. 

Рекомендується уважно прочитати завдання, а також вказівки, які наве-
дені на бланку завдання. 

Оформлюючи розрахунково-графічну роботу, необхідно врахувати такі 
рекомендації: 

– на стандартному аркуші формату А4 накреслити в масштабі попе-
речний переріз стержня та схему його закріплення, вказати всі розміри й ве-
личини; 

– обчислення виконувати за допомогою електронних обчислювальних 
пристроїв; 
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– визначаючи будь-яку величину, спочатку записати формулу, до якої 
підставити числові значення всіх величин (що входять до формули), та нада-
ти результат; 

– розрахунок коментувати поясненнями. 

Критерії оцінювання розрахунково-графічної роботи 

Критерії Бали 

1. Задатися коефіцієнтом зменшення основного допустимого напру-
ження (розрахункового опору матеріалу), визначити допустиме 
напруження на стійкість та площу поперечного перерізу в пер-
шому наближенні. За допомогою сортаменту підібрати прокат-
ний профіль. Як оцінювальний параметр береться площа пере-
різу 3…5 

2. Для обраного перерізу визначити мінімальне значення головного 
осьового моменту інерції. Визначивши гнучкість стержня, 
знайти за допомогою таблиць фактичне значення коефіцієнта 
ϕ  для цього перерізу та обчислити допустиме напруження на 
стійкість (розрахунковий опір матеріалу) 3…5 

3. Визначивши гнучкість стержня, знайти за допомогою таблиць 
фактичне значення коефіцієнта для цього перерізу та обчисли-
ти допустиме напруження на стійкість (розрахунковий опір ма-
теріалу) 3…5 

4. Визначити дійсне стискальне напруження та порівняти його з до-
пустимим напруженням на стійкість (розрахунковим опором 
матеріалу). У випадку, якщо різниця між ними більша ніж 5 %, 
повторити розрахунок 3…5 

5. Захист розрахунково-графічної роботи 3…5 
 Сума балів 15…25 
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1.  ОСНОВНІ ТЕОРЕТИЧНІ ПОНЯТТЯ 

Розглянемо достатньо довгий (порівняно з поперечними розмірами) 
стержень, жорстко закріплений з одного кінця та навантажений зверху цен-
тральною стискальною силою F , яка поступово зростає (рис. 1.1, а). 

 
                 а                                                                  б 

  

Рис. 1.1 

Якщо сила буде невеликою, то стержень буде зберігати прямолінійну 
форму рівноваги. При спробах відхилювати його убік, наприклад, шляхом 
прикладення горизонтальної сили горF  (що діє короткочасно), він буде повер-
татися до початкової прямолінійної форми рівноваги, як тільки буде припи-
нено дію додаткової горизонтальної сили, що викликала відхилення. Така 
форма пружної рівноваги стержня називається стійкою. 

Поступово збільшуючи силу F , її можна довести до такої величини, за 
якої стержень після незначного його відхилення вбік уже не випрямиться, 
а залишиться викривленим. Такий стан стержня, за якого його форма рівно-
ваги перестає бути стійкою, називається критичним. 

Найбільша стискальна сила, за якої стержень ще зберігає свою початкову 
стійку прямолінійну форму рівноваги, називається критичною і позначаєть-
ся як крF  (рис. 1.1, б). 

Втрату стійкості прямолінійної форми стиснутого стержня також назива-
ють «поздовжнім згинанням», оскільки викривлення стержнів відбувається 
під дією поздовжніх сил. Поява поздовжнього згинання небезпечна тим, що 
при ньому відбувається значне зростання прогину стержня при незначному 
збільшенні стискальної сили. Прогин і навантаження пов’язані між собою 
нелінійною залежністю. Швидке зростання прогину викликає швидке збіль-
шення напружень від згинання і, як правило, призводить до руйнування 
стержня. 
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Особлива небезпека руйнування внаслідок втрати стійкості полягає в то-
му, що зазвичай воно відбувається раптово й при значеннях напружень, коли 
міцність елемента ще далеко не вичерпана. Крім того, деформації зростають 
дуже швидко і практично не залишається часу для вживання заходів із за-
побігання руйнуванню конструкції. 

У ході розрахунків, які пов’язані з проєктуванням конструкцій, не можна 
допускати, щоб стискальна сила досягала критичного значення. Тому, щоб 
забезпечити запас стійкості, допустиме значення стискальної сили [ ]F  
визначають за формулою 

 [ ] кр стF F n= , (1) 

де стn  − коефіцієнт запасу стійкості. 

Формула Ейлера для визначення критичної сили 

 
( )

2
min

кр 2
ЕІF
L

π
=

µ
, (2) 

де Е  – модуль пружності першого роду, або модуль Юнга; 
 minІ  – мінімальний головний центральний момент інерції; 
 µ  − коефіцієнт зведення (зведеної) довжини стержня, який залежить 

від умов його закріплення. Значення коефіцієнтів зведеної довжи-
ни залежно від умов закріплення наведені на рис. 1.2; 

 L  – довжина стержня. 
 

    
2µ =  1µ =  0,7µ =  0,5µ =  

Рис. 1.2 
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Межі застосування формули Ейлера 
Зважаючи на те що формула Ейлера отримана за умови, що напруження 

в стержні не перевищують границю пропорційності, критичні напруження 
можуть бути обчислені за формулою 

 кр
кр пц

F
А

σ = ≤σ . (3) 

Виразимо критичні напруження в стержні, підставивши значення критич-
ної сили з виразу (2): 

 
( ) ( )

2 2
min

кр 2 2
min

ЕІ Е
А L L і
π π

σ = =
µ µ

, (4) 

де А − площа поперечного перерізу стержня; 
 minі  − найменший з двох головних радіусів інерції поперечного перерізу 

стержня, min minі І A= . 
Уведемо позначення: 

 
min

L
і
µ

λ = . (5) 

Величина λ  називається гнучкістю стержня й залежить від його довжи-
ни, способу закріплення, форми та розмірів поперечного перерізу. 

Перепишемо вираз для критичного напруження (4) у вигляді 

 
2

кр 2
Еπ

σ =
λ

. (6) 

Ця формула є також формулою Ейлера, але у видозміненому вигляді. 
Відповідно до цієї формули критичні напруження стиснутого стержня зале-
жать від пружних характеристик матеріалу (модуля пружності Е ) і від гнуч-
кості стержня. 

Гранична величина критичних напружень, які можна визначити за фор-
мулою Ейлера (6), обмежена границею пропорційності для матеріалу стерж-
ня. Прирівнюючи величину критичного напруження до величини границі 
пропорційності, з рівняння (6) знайдемо граничну гнучкість, за якої може бу-
ти застосовна формула Ейлера: 

 
2

гр
пц

Еπ
λ =

σ
. (7) 
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Якщо грλ > λ , то формулу Ейлера застосовувати можна. Якщо грλ < λ  − 
формулу Ейлера застосовувати не можна. Стержні, у яких гнучкість більша 
за граничну, називають стержнями великої гнучкості. 

Для маловуглецевої сталі, у якої пц 200σ =  МПа і модуль пружності 
52 10Е = ⋅  МПа, гранична гнучкість дорівнює: 

 
2 5

гр
2 10 100
200

π ⋅
λ = ≈ . 

Визначення критичного напруження 
за границею пропорційності. Формула Ясинського 

Для випадку, коли стержень працює за границею пропорційності, теоре-
тичні висновки значно ускладнюються. У зв’язку з цим зазвичай користу-
ються емпіричними формулами, отриманими в результаті обробки значної 
кількості дослідних даних. Однією з таких формул є формула Ф. С. Ясин-
ського: 
 кр a bσ = − λ   або  ( )кр крF А a b А= σ = − λ . (8) 

Значення коефіцієнтів а і b для деяких матеріалів наведені в табл. 1.1. 

Таблиця 1 .1  

Значення коефіцієнтів a і b, МПа, для деяких матеріалів 

Матеріал грλ  а b 

Ст2, Ст3 100 310 1,14 

Ст5 100 464 3,26 

Ст40 90 321 1,16 

Деревина (сосна) 110 29,3 0,194 

Чавун 80 776 12 

 
Формулі (8) на рис. 1.3 відповідає пряма АВ  (пряма Ясинського). Гнуч-

кість стержня, що відповідає точці В , позначається 0λ . Для Ст3 0λ  дорівнює 
приблизно 50 (див. рис. 1.3). Стержні, гнучкість яких коливається від 0λ  до 

грλ , називаються стержнями середньої гнучкості. 
При деякому значенні гнучкості 0λ  величина критичних напружень крσ , 

обчислена за формулою Ясинського (8), дорівнює границі плинності при 
стисканні для пластичних матеріалів Тσ  або границі міцності при стисканні 
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для крихких матеріалів Вσ . Стержні, у яких 0λ < λ , називаються стержнями 
малої гнучкості. На рис. 1.3 стержням малої гнучкості відповідає пряма ВС . 

 

Рис. 1.3 

Таким чином, на графіку (див. рис. 1.3), який встановлює залежність кри-
тичних напружень від гнучкості стержня, можна виділити три групи стержнів 
і відповідні їм зони: 

– I група стержнів ( )грλ > λ  – стержні великої гнучкості, критичні 
напруження для стержнів цієї групи визначаються за формулою Ейлера (6); 

– II група стержнів ( )0 грλ < λ < λ  – стержні середньої гнучкості, критичні 
напруження для цієї групи стержнів визначаються за формулою Ясинсько- 
го (8); 

– III група стержнів ( )0λ < λ  – стержні малої гнучкості, для цих стержнів 
розрахунки на стійкість не виконуються. 

Практичні методи розрахунку 
стиснутих стержнів на стійкість. 

Поняття про коефіцієнт поздовжнього згинання 
Розглядаючи практичні методи розрахунку стиснутих стержнів на стій-

кість, необхідно наголосити, що критичні напруження для центрально стис-
нутих стержнів середньої і великої гнучкості завжди становлять більшу  
небезпеку, ніж границі плинності або границя міцності, оскільки стиснуті 
стержні втрачають несучу здатність від втрати стійкості раніше, ніж від втра-
ти міцності. Виходячи із цього, при практичному вирішенні питання про 
стійкість стержня не можна допускати в ньому виникнення критичних 
напружень. Знаючи величину критичних напружень, необхідно забезпечити 
для стержня певний запас стійкості. 
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В існуючій практиці коефіцієнт запасу стійкості стn  для стиснутих стер-
жнів зі сталі коливається в межах від 1,8 до 3,0. Цей коефіцієнт вибирається 
більшим за коефіцієнт запасу міцності 0n  для сталі, який дорівнює 1,5–2,0. 
Це пояснюється наявністю неминучої на практиці початкової кривизни 
стержня, ексцентриситету прикладення навантаження, неоднорідності ма-
теріалу та ін. Ці обставини, зважаючи на можливість втрати стійкості, мо-
жуть сильно знизити несучу здатність стиснутих стержня. Для чавуну 
коефіцієнт запасу стійкості коливається від 5,0 до 5,5, для деревини – від 2,8 
до 3,2. 

Встановимо зв’язок між допустимим напруженням на стійкість [ ]стσ  
і допустимим напруженням на міцність [ ]0 .σ  Для цього обчислимо їх 
співвідношення: 

 [ ]
[ ]

кр 0ст

ст 0

n
n
σσ

=
σ σ

  або  [ ] [ ]кр 0
ст

0 ст

n
n

σ
σ = σ

σ
, 

де 0σ  – небезпечне напруження, що дорівнює: або границі плинності ма-
теріалу Тσ  для пластичних матеріалів, або границі міцності Вσ  для крихких 
матеріалів. 

Уведемо позначення: 

 кр 0

0 ст

n
n

σ
ϕ =

σ
. (9) 

Коефіцієнт ϕ  має назву коефіцієнта поздовжнього згинання, або 
коефіцієнта зменшення основного допустимого напруження для стиснутих 
стержнів. Останнє визначення випливає з того, що коефіцієнт ϕ  завжди буде 
меншим за одиницю, оскільки критичне напруження кр 0σ < σ , а коефіцієнт 
запасу міцності 0 стn n< . 

Таким чином, зв’язок між допустимими напруженнями на стійкість [ ]стσ  
і міцність [ ]σ  набуває вигляду 

 [ ] [ ]стσ = ϕ σ . (10) 

Коефіцієнт поздовжнього згинання ϕ  для кожного матеріалу можна 
обчислити за всіх значень гнучкості λ  і продемонструвати у вигляді графіка 
залежності ( )fϕ = λ  або таблиці. Значення коефіцієнта ϕ  для деяких мате-
ріалів наведено в табл. 1.2. 

Користуючись подібними таблицями, можна достатньо просто виконати 
розрахунок стержнів на стійкість. 
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Таблиця 1.2  

Значення коефіцієнта ϕ  для деяких матеріалів 

Гнучкість λ  
Коефіцієнт ϕ 

Ст2, СтЗ, Ст4 Ст5 Чавун Деревина 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 

10 0,99 0,98 0,97 0,99 

20 0,96 0,95 0,91 0,97 

30 0,94 0,92 0,81 0,93 

40 0,92 0,89 0,69 0,87 

50 0,89 0,86 0,57 0,80 

60 0,86 0,82 0,44 0,71 

70 0,81 0,76 0,34 0,60 

80 0,75 0,70 0,26 0,48 

90 0,69 0,62 0,20 0,38 

100 0,60 0,51 0,16 0,31 

110 0,52 0,43 – 0,25 

120 0,45 0,36 – 0,22 

130 0,40 0,33 – 0,18 

140 0,36 0,29 – 0,16 

150 0,32 0,26 – 0,14 

160 0,29 0,24 – 0,12 

170 0,26 0,21 – 0,11 

180 0,23 0,19 – 0,10 

190 0,21 0,17 – 0,09 

200 0,19 0,16 – 0,08 
 
Запишемо умову стійкості стиснутих стержнів: 

 [ ]стσ < σ . (11) 

Враховуючи, що N Аσ = , а [ ] [ ]стσ = ϕ σ , умову міцності для стиснутого 
стержня можна записати таким чином: 
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 [ ]N Аσ = ≤ϕ σ . (12) 

Якщо стержень стиснутий однією силою, то в цьому випадку поздовжня 
сила N F=  і вираз (12) набуває вигляду 

 [ ]F Аσ = ϕ ≤ σ . (13) 

2. ПРИКЛАДИ РОЗРАХУНКУ 

Приклад 1 

Сталевий стержень довжиною 4L =  м (рис. 2.1), поперечний переріз яко-
го складається з двох однакових нерівнобічних кутників (рис. 2.2), наванта-
жено вертикальною стискальною силою 300F =  кН. 

Виконати добір елементів перерізу стержня з умови стійкості при допу-
стимому напруженні [ ] 210σ =  МПа. 

 

 

 

Рис. 2.1 Рис. 2.2 

Розв’язання. Напруження при стисканні визначимо за формулою 

 [ ]стF Аσ = ≤ σ , 

де А  – площа поперечного перерізу стержня; 
 [ ]стσ  – допустиме напруження на стійкість, [ ] [ ]стσ = ϕ σ  (ϕ  – коефіцієнт 

зменшення основного допустимого напруження). 
Через те що в умові стійкості невідомі дві величини (A  та [ ])стσ ,  

розрахунок виконуємо методом послідовних наближень. 
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Перше наближення. Попередньо приймемо значення 1 0,5ϕ = . Тоді 

 [ ] [ ]ст 1 0,5 210 105σ = ϕ σ = ⋅ =  МПа = 10,5 кН/см2. 

Знайдемо з умови стійкості площу поперечного перерізу стержня 

 
[ ]1

ст

300 28,57
10,5

FА = = =
σ

 см2. 

Оскільки площа перерізу складається з двох кутників, то площа перерізу 
одного кутника ( )1

1 1 2 28,57 2 14,286А А= = =  см2. У табл. Д.2 (дод. 2) знахо-
димо кутник з площею поперечного перерізу, близькою до 14,29 см2. Таким 
є профіль № 12,5/8 з товщиною полиці 7t =  мм, площа перерізу якого стано-
вить 14,06А =  см2, 12,5B =  см, 8b =  см (рис. 2.3, який відповідає кутнику 
нерівнобічному з табл. Д.2 (дод. 2). 

Моменти інерції відносно власних центральний 
осей х та у для цього кутника: 

226,53хI =  см4,  73,73уI =  см4. 

Координати центра ваги: 

0 1,8х =  см,   0 4,01у =  см. 

Для подальшого розрахунку потрібно визначити 
мінімальний момент інерції відносно головних цен-
тральних осей. Для цього спочатку визначимо 
положення головних центральних осей, беручи до 
уваги таке: 

– якщо поперечний переріз стержня має дві осі 
симетрії, то ці осі будуть головними центральними 
осями; 

– якщо поперечний переріз має тільки одну вісь симетрії, а іншу можна 
провести через центри ваги двох кутників, з яких складається поперечній пе-
реріз, то такі осі будуть головними центральними осями. 

Для наведеного поперечного перерізу вісь Сz  проведемо через центри ва-
ги (ц. в.) першого (1) та другого (2) кутників. Тоді вона буде центральною 
віссю і для всього поперечного перерізу. Друга вісь Сy  – вісь симетрії попе-
речного перерізу. Отже, осі Сz  та Сy  – головні центральні осі. Визначимо, 
відносно якої осі осьовий момент інерції буде мінімальним. 

 

Рис. 2.3 
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Головні центральні моменти інерції відносно цих осей знаходимо так: 

 ( ) 1 2

2
2 2 2

1 1 2 2
1

С iz z i i z z
i

І І a A I a A I a A
=

= + = + + +∑ , 

 ( ) 1 2

2
2 2 2

1 1 2 2
1

С iy y i i y y
i

І І c A I c A I c A
=

= + = + + +∑ , 

де 1а  та 2а  – відстані від осей 1z  та 2z  до осі Сz  відповідно; 
 1с  та 2с  – відстані від осей 1y  та 2y  до осі Сy  відповідно; 

1 2 14,06А A A= = =  см2. 
У нашому випадку осі 1z  і 2z  збігаються з віссю Сz , тому 1 2 0а а= = . 
Відстань 1с  між осями 1y  та Сy  дорівнює координаті 1z  центра ваги пер-

шого кутника відносно осі Сy  (див. рис. 2.2): 

 ( ) ( )1 1 0 12,5 4,01 8,49с z B y= = − − = − − = −  см; 
аналогічно 
 2 2 1 8,49с z c= = − =  см. 

Звертаємо увагу, що осі 1z  та 2z  збігаються з віссю y  на рис. 2.2, тоді 

 
1 2

73,73z zІ І= =  см4, 

відповідно осі 1y  та 2y  збігаються з віссю z  на рис. 2.2, тоді 

 
1 2

226,53у уІ І= =  см4. 
Таким чином 

 ( ) ( )
1

2
1 2 73,73 0 14,06 2 147,46

Cz zІ І a A= + = + ⋅ =  см4; 

 ( )( ) ( )2 2226,53 8,49 14,06 226,53 8,49 14,06 2 479,95
СyІ = + − + + =  см4. 

Мінімальний момент інерції 

 min 147,46
СzІ І= =  см4. 

Визначаємо мінімальний радіус інерції перерізу стержня 

 min
min

147,46 2,29
2 2 14,06
Іі

А
= = =

⋅
 см. 
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Для заданого способу закріплення (див. рис. 2.1) 0,5µ = , тому гнучкість 
стержня 

 
min

0,5 400 87,337
2,29

L
і
µ ⋅

λ = = = . 

У табл. Д. 5 (дод. 5 ) або табл. 1.2 коефіцієнтів зменшення розрахунково-
го опору ϕ  для сталі марки Ст3 знаходимо величини названих коефіцієнтів 
при гнучкостях 80λ =  80 0,75ϕ =  та 90λ =  90 0,69ϕ = . Тоді значення 
коефіцієнта 1′ϕ  при гнучкості 87,337λ =  можна визначити, користуючись ме-
тодом лінійної інтерполяції: 

 ( ) ( ) ( ) ( )80 90
1 80

0,75 0,69
80 0,75 87,337 80 0,706

10 10
ϕ −ϕ −

′ϕ = ϕ − λ − = − − = . 

Отже, допустиме напруження на стійкість при обраних кутниках 

 [ ] [ ]ст 1 0,706 210 148,25′σ = ϕ σ = ⋅ =  МПа. 

Дійсне напруження в стержні від стискання 

 2300 10,67 кН/см 106,7
2 2 14,06д

F
А

σ = = = =
⋅ ⋅

 МПа, 

тобто стержень недовантажений. Його відносне недовантаження становить 

 [ ]
[ ]

ст

ст

106,7 148,25100 % 100 28
148,25

дσ − σ −
δ = = = −

σ
 %. 

Відносне недовантаження чи перевантаження має бути в межах 
5 % 5 %− ≤ δ ≤ , тому необхідно виконати повторний розрахунок. 

 

Друге наближення. Приймаємо 1 1
2

0,5 0,706 0,603
2 2

′ϕ + ϕ +
ϕ = = = . Тоді 

 [ ] [ ]ст 2 0,603 210 126,63 МПа 12,663σ = ϕ σ = ⋅ = =  кН/см2. 

Площа поперечного перерізу стержня 
[ ]2

ст

300 23,69
12,663

FА = = =
σ

 см2. 

Площа перерізу одного кутника ( )1
2 2 2 23,69 2 11,85А А= = =  см2. 
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У табл. Д. 2 (дод. 2) є кутник з такою площею; це профіль № 11/7 з тов-
щиною полиці 6,5t =  мм ( 11,45А =  см2, 11B =  см, )7 смb = . 

Для визначення мінімального моменту інерції перерізу нам потрібно із 
сортаменту виписати для обраного кутника тільки осьовий момент інерції 
відносно осі y  45,61уІ =  см4. 

Оскільки осі 1z  та 2z  збігаються з віссю y  на рис. 2.2, то 

 
1 2

73,73z zІ І= =  см4. 

Мінімальний момент інерції перерізу стержня буде 

 ( ) ( )1 2 1

2 2
min 1 2 2

Сz z z zІ І І a A І a A І= = + + + = , 
де 1 2 0а а= = . 

Отже, 
 min 2 45,61 91,22

СzІ І= = ⋅ =  см4. 

Мінімальний радіус інерції перерізу стержня 

 min
min

91,22 1,996
2 2 11,45
Іі

А
= = =

⋅
 см; 

гнучкість стержня 

 
min

0,5 400 100,21
1,996

L
і
µ ⋅

λ = = = . 

У табл. Д. 5 (дод. 5 ) або табл. 1.2 коефіцієнтів зменшення розрахунково-
го опору ϕ  знаходимо величину коефіцієнта при гнучкостях 100λ =  

100 0,6ϕ =  та 110λ =  110 0,52ϕ = . Тоді методом лінійної інтерполяції визначи-
мо коефіцієнт зменшення розрахункового опору 2′ϕ  при гнучкості 100,21λ = : 

 ( ) ( ) ( ) ( )100 110
2 100 100

0,6 0,52
0,6 100,21 100 0,598

10 10
ϕ −ϕ −

′ϕ = ϕ − λ − λ = − − = . 

Отже, допустиме напруження на стійкість 

 [ ] [ ]ст 2 0,598 210 125,7′σ = ϕ σ = ⋅ =  МПа. 

Дійсне напруження в стержні від стискання 

 2300 13,1 кН/см 131
2 2 11,45д
F
А

σ = = = =
⋅

 МПа. 
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Відносне перевантаження стержня 

 [ ]
[ ]

ст

ст

131 125,7100 % 100 4,3
125,7

дσ − σ −
δ = = =

σ
 % 

не перевищує встановленої норми 5 %. Розрахунок завершено. 

Приклад 2 

Сталевий стержень довжиною 6,6L =  м (рис. 2.4, а), який складається 
з чотирьох однакових нерівнобічних кутників (рис. 2.4, б), навантажено вер-
тикальною стискальною силою 700F =  кН. Один кінець стержня жорстко 
закріплений, другий – шарнірно обпертий. 

Підібрати поперечний переріз стержня з умови стійкості, якщо основний 
розрахунковий опір матеріалу стержня 210R =  МПа. 
 
          а                              б 

 

 

Рис. 2.4 

Розв’язання. Для визначення напруження при стисканні використаємо 
умову міцності: 
 стF A Rσ = ≤ , 

де F  – зовнішня стискальна сила; 
 А  – площа поперечного перерізу стержня; 
 стR  – розрахунковий опір на стійкість, стR R= ϕ  (ϕ  – коефіцієнт змен-

шення основного розрахункового опору при поздовжньому зги-
нанні (коефіцієнт поздовжнього згинання), який є функцією від 
гнучкості стержня )λ . 

Як видно, в умові міцності дві невідомі величини (А  і )стR . Тому для їх 
визначення застосуємо метод послідовних наближень. 
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Перше наближення. Оскільки коефіцієнт ϕ  може набувати значення від 
0 до 1, то попередньо приймемо значення коефіцієнта поздовжнього згинан-
ня 1 0,5ϕ = . Тоді 

 ст 1 0,5 210 105 МПа 10,5R R= ϕ = ⋅ = =  кН/см2. 

З умови стійкості знайдемо площу поперечного перерізу стержня 

 1 ст 700 10,5 66,67А F R= = =  см2. 

Площа перерізу одного кутника ( )1
1 1 4 66,67 4 16,67А А= = =  см2. 

У табл. Д. 2 (дод. 2) знаходимо кутник з площею поперечного перерізу, 
близькою до 16,67  см2. Таким є профіль № 14/9, площа перерізу якого стано-
вить 18А =  см2. Для обраного кутника випишемо: 

– геометричні розміри: 

 140 мм 14 смB = = , 90 мм 9 смb = = , 8 мм 0,8 смt = = , 

 ( )0 0 2,03x z =  см, 0 4,49y =  см; 

– осьові моменти інерції відносно власних центральних осей ( )x z  та 
y  (рис. 2.5, а) : ( ) 363,68x zI I =  см4, 119,79yI =  см4. 

Увага! У дужках наведено альтернативне позначення осей та розмірів. 
 

а                                             б 

  

Рис. 2.5 

Проведемо початкові осі z  та y  так, щоб одна з них збіглася з віссю 
симетрії (у нашому випадку це вісь y ), а друга проходила через контур попе-
речного перерізу (рис. 2.5, б). Оскільки одна з осей – це вісь симетрії, то по-
казані осі є головними. Також покажемо центри ваги 1С , 2С , 3С , 4С  та цент-
ральні осі 1 1z y , 2 2z y , 3 3z y , 4 4z y  кожного кутника (див. рис. 2.5, б). 
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Для обчислення мінімального головного центрального моменту інерції 
поперечного перерізу визначимо координати центра ваги перерізу ( );C Cz y  
заданого стержня. 

Координати Сz  і Сy  фігури знайдемо за відомими формулами: 

 і і
С

і

А zz
А

= ∑
∑

,         і і
С

і

А уу
А

= ∑
∑

. 

Оскільки плоска фігура складається з чотирьох однакових кутників, то 

( ) }{1 1 2 2 3 3 4 4
1 2 3 4

1 2 3 44С
А z А z А z А zz А А А А А

А А А А
+ + +

= = + + + = =
+ + +

 

 ( ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4

4 4
А z z z z z z z z

А
+ + + + + +

= = ; 

аналогічно для Сy  

 ( )1 2 3 4

4С
у у у у

у
+ + +

= , 

де 1z , 2z , 3z , 4z  – координати центра ваги кожного кутника вздовж осі z ; 
на рис. 2.6 це відстань від початкової осі y  до центра 
ваги кожного кутника ( )1 2 3 4, , ,С С С С ; 

 1y , 2y , 3y , 4y  – координати центра ваги кожного кутника вздовж осі y ; 
на рис. 2.6 це відстань від початкової осі z  до центра 
ваги кожного кутника ( )1 2 3 4, , ,С С С С . 

 

Рис. 2.6 

Знайдемо координати центрів ваги кожного кутника в обраній системі 
координат (див. рис. 2.6): 
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 ( ) ( )1 0 9 4,49 13,49z b y= − + = − + = −  см;    4 1 13,49z z= − =  см; 

 ( ) ( )2 0 9 2,03 6,97z b z= − − = − − = −  см;    3 2 6,97z z= − =  см; 

 1 4 0 14 2,03 11,97у у В z= = − = − =  см;    2 3 0 4,49у у у= = =  см. 

Оскільки переріз стержня симетричний відносно осі y  та його центр ваги 
розташований на цій самій осі, то координата 0Сz = . 

Координату Cy  знайдемо таким чином: 

 ( ) ( )1 2 3 4 11,97 4,49 4,49 11,97
8,23

4 4С
у у у у

у
+ + + + + +

= == =  см 

і відкладемо від початкової осі z  в додатньому напрямку осі y . Точка пере-
тину осі Сy  та осі Сz  і буде центром ваги плоскої фігури С  (рис. 2.7). 

 

Рис. 2.7 

Щоб знати, відносно якої осі буде мінімальний осьовий момент інерції 
поперечного перерізу, визначимо головні центральні моменти інерції пере-
різу відносно осей Сz  і Сy . Скористаємося формулами для визначення мо-
ментів інерції відносно деяких осей, які паралельні центральним Сz  і Сy : 

 ( )
4

2

1
С iz z i i

i
І І a A

=
= +∑ ,   ( )

4
2

1
С iy y i i

i
І І c A

=
= +∑ , 

де іа  – відстань від центральних осей iz  кожного кутника до осі Сz ; 
 іс  – відстань від центральних осей iy  кожного кутника до осі Сy  

(рис. 2.8). 
Оскільки плоска фігура складається з чотирьох однакових кутників, 

а кутники 1, 4 та 2, 3 мають однакове між собою розташування, то формулу 
для визначення моменту інерції відносно головної центральної осі Сz  
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 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4

2 2 2 2
1 2 3 4Cz z z z zІ І a A І a A І a A І a A= + + + + + + +  

запишемо як 
 ( ) ( )1 2

2 2
1 22 2

Cz z zІ І a A І a A= + + + . 

 

Рис. 2.8 

Увага! Оскільки для 1-го та 4-го кутників власні осі 1z  та 4z   збіглися з 
віссю y , а власні осі 1y  та 4y  збіглися з віссю z , то для такого розташування 
цих кутників (див. рис. 2.8) 

 
1 4

119,79z zІ І= =  см4,   
1 4

363,68у уІ І= =  см4. 

Оскільки для 2-го та 3-го кутників власні осі 2z  та 3z  збіглися з віссю z , а 
власні осі 2y  та 3y   збіглися з віссю y , то для такого розташування цих кут-
ників (див. рис. 2.8) 

 
 

2 3
363,68z zІ І= =  см4,   

2 3
119,79у уІ І= =  см4. 

Визначимо відстані (рис. 2.9): 

 1 4 1 4 11,97 8,23 3,74С Са а у у у у= = − = − = − =  см; 

 2 3 2 3 4,49 8,23 3,74С Са а у у у у= = − = − = − = −  см; 

підставимо та отримаємо 

 ( ) ( )( )222 119,79 3,74 18 2 363,68 3,74 18 1974,04
СzІ = + ⋅ + + − ⋅ =  см4. 
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Рис. 2.9 

Використовуючи вищенаведені пояснення, аналогічно виконаємо ро-
зрахунок для визначення моменту інерції відносно головної центральної осі 

Су  

 ( ) ( )1 2

2 2
1 22 2

Сy у уІ І с A І с A= + + + , 

де 1 1 13,49с z= = −  см; 2 2 6,97с z= = −  см; 3 3 6,97с z= =  см; 4 4 13,49с z= =  см 
(див рис. 2.9) 

 ( ) ( )2 22 363,68 13,49 18 2 119,79 6,97 18 9 267,13
СyІ = + ⋅ + + ⋅ =  см4. 

Таким чином видно, що мінімальний головний момент інерції буде 

 min 1974,04
СzІ І= =  см4. 

Підставимо це значення до формули для визначення мінімального радіуса 
інерції перерізу стержня 

 min
min

1974,04 5,236
4 4 18
Іі

А
= = =

⋅
 см 

та обчислимо гнучкість стержня 

 
min

0,7 660 88,2
5,236

L
і
µ ⋅

λ = = = , 

де µ  – коефіцієнт приведення довжини стержня, який залежить від способу 
закріплення його кінців; при заданому способі закріплення кінців 
стержня 0,7µ = ; 

 L  – довжина стержня. 
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За допомогою табл. Д. 5 (дод. 5 ) або табл. 1.2 визначимо уточнене зна-
чення коефіцієнта поздовжнього згинання. Але для гнучкості 88,2λ =  зна-
чення коефіцієнта в таблиці відсутнє. Тому обчислимо його уточнене зна-
чення за допомогою методу лінійної інтерполяції. У таблиці для сталі марки 
Ст3 значення 88,2 розташоване між 1 80λ =  і 2 90λ = . Випишемо величини 
коефіцієнта при цих гнучкостях ( )1 80 0,75λ =ϕ =  та ( )2 90 0,69λ =ϕ =  і обчислимо 
його уточнене значення за допомогою методу лінійної інтерполяції: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 2

1
1 88,2

2 1

88,2 800,75 0,75 0,69 0,701
90 80λ= λ λ λ

λ − λ −′ϕ = ϕ = ϕ − ϕ − ϕ = − − =
λ − λ −

. 

При обраних кутниках визначимо дійсне напруження в стержні 

 2
д

700 9,72 кН/см 97,2
4 4 18
F
А

σ = = = =
⋅

 МПа 

і розрахунковий опір на стійкість 

 '
ст 1 0,701 210 147,2R R= ϕ = ⋅ =  МПа. 

Як видно, д 97,2σ =  МПа менше ніж ст 147,2R =  МПа, отже, стержень 
недовантажений на величину 

 д ст

ст

97,2 147,2100 % 100 34
147,2

R
R

σ − −
δ = = = −  %. 

Оскільки відносне недовантаження чи перевантаження має розташовува-
тися в межах 5 % 5 %− ≤ δ ≤ , потрібно обрати інший кутник – для чого необ-
хідно виконати повторний розрахунок (наступне наближення). 

 
Друге наближення. Визначимо коефіцієнт зменшення розрахункового 

опору як середнє значення між прийнятим попередньо 1 0,5ϕ =  та отриманим 
у першому наближенні 1 0,701′ϕ =  

 1 1
2

0,5 0,701 0,601
2 2

′ϕ + ϕ +
ϕ = = = . 

Тоді ст 2 0,601 210 126,2 МПа 12,62R R= ϕ = ⋅ = =  кН/см2. 
Увага! Подальші розрахунки виконаємо в тій самій послідовності, що 

й у першому наближенні. 
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Визначимо необхідну площу поперечного перерізу: 

 2 ст 700 12,62 55,51А F R≥ = =  см2. 

Площа одного кутника повинна бути не меншою ніж 
( )1
2 2 4 55,51 4 13,88А А= = =  см2. У табл. Д. 2 (дод. 2 ) є кутник з такою пло-

щею – це профіль № 11/7 (рис. 2.10), який має такі розміри та геометричні 
характеристики: 

13,93А =  см2, 110 мм 11смB = = , 70 мм 7 смb = = , 

8 мм 0,8 смt = = , ( )0 0 1,64x z =  см, 0 3,61y =  см, 

( ) 171,54x zI I =  см4, 54,64yI =  см4. 

Координати центрів ваги кожного з елементів 
перерізу стержня (див. рис. 2.6 і 2.8) визначаються 
за формулами, які наведені в першому наближенні. 

Оскільки в першому наближенні доведено, що 
min СzІ І= , то потрібно знайти тільки координату Су  

центра ваги перерізу цієї фігури: 

 ( ) ( )1 2 3 4 9,36 3,61 3,61 9,36
6,485

4 4С
у у у у

у
+ + + + + +

= = =  см, 

де 1 4 0 11 1,64 9,36у у В z= = − = − =  см;  2 3 0 3,61у у у= = =  см. 
Мінімальний момент інерції обчислимо як 

 ( ) ( )1 2

2 2
min 1 22 2

Сz z zІ І І a A І a A= = + + + , 

де 1а , 2а  – відстані від центральних осей iz  відповідного кутника до осі Сz  

 1 4 1 4 9,36 6,485 2,875С Са а у у у у= = − = − = − =  см,  
1 4

54,64z zI I= =  см4; 

 2 3 2 3 3,61 6,485 2,875С Са а у у у у= = − = − = − = −  см,  
2 3

171,54z zI I= =  см4. 

Отже, 

 ( ) ( )( )22
min 2 54,64 2,875 13,93 2 171,54 2,875 13,93 912,92

СzІ І= = + ⋅ + + − =  см4. 

 

Рис. 2.10  
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Тоді мінімальний радіус інерції перерізу стержня дорівнює 

 min
min

912,92 4,05
4 4 13,93
Іі

А
= = =

⋅
 см; 

гнучкість стержня є 

 
min

0,7 660 114,1
4,05

L
і
µ ⋅

λ = = = . 

Аналогічно, як і в першому наближенні, за допомогою табл. Д.5 (дод. 5) 
або табл. 1.2 визначимо уточнене значення коефіцієнта поздовжнього зги-
нання. Для гнучкості 114,1λ =  значення коефіцієнта в таблиці відсутнє. 
У таблиці для сталі марки Ст3 значення 114,1 розташоване між 1 110λ =  
і 2 120.λ = Випишемо величини коефіцієнта при цих гнучкостях: 

( )1 110 0,52λ =ϕ =  та ( )2 120 0,45λ =ϕ =  і обчислимо його уточнене значення за до-
помогою методу лінійної інтерполяції: 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2

1
2 114,1

2 1
λ= λ λ λ

λ − λ′ϕ = ϕ = ϕ − ϕ − ϕ =
λ − λ

 

 ( )114,1 1100,52 0,52 0,45 0,491
120 110

−
= − − =

−
. 

Отже, розрахунковий опір на стійкість 

 ст 2 0,491 210 103,1R R′= ϕ = ⋅ =  МПа. 

Дійсне напруження в стержні від стискання 

 2
д

700 12,56 кН/см 125,6
4 4 13,93
F
А

σ = = = =
⋅

 МПа. 

Відносне перевантаження стержня 

 д ст

ст

125,6 103,1100 % 100 21,8
103,1

R
R

σ − −
δ = = =  %. 

Перевантаження стержня перевищує встановлену норму, тому розраху-
нок необхідно виконати ще раз. 
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Третє наближення. Приймаємо 3
0,601 0,491 0,546.

2
+

ϕ = =  Тоді 

 ст 3 0,546 210 114,7 МПа 11,47R R= ϕ = ⋅ = =  кН/см2, 

 3 ст 700 11,47 61,03А F R= = =  см2. 

Площа перерізу одного кутника ( )1
3 3 4 61,03 4 15,26А А= = =  см2. 

У сортаменті обираємо кутник № 12,5/8 з товщиною полиці 
7 мм 0,7 смd = = , у якого: 

 14,06А =  см2; 125 мм 12,5 смB = = , 80 мм 8 смb = = ; 

 ( ) 226,53х zI I =  см4, 73,73уI =  см4; ( )0 0 1,8x z =  см, 0 4,01у =  см, 

 1 4 0 12,5 1,8 10,7у у В z= = − = − =  см; 2 3 0 4,01у у у= = =  см. 

Координата центра ваги перерізу стержня 

 ( ) ( )1 2 3 4 10,7 4,01 4,01 10,7
7,355

4 4С
у у у у

у
+ + + + + +

= = =  см. 

Відстані дорівнюють: 

 1 1 10,7 7,355 3,345Са у у= − = − =  см; 

 2 2 4,01 7,355 3,345Са у у= − = − = −  см. 

Мінімальний момент інерції перерізу стержня є min СzІ І= : 

 ( ) ( )( )22
min 73,73 3,345 14,06 2 226,53 3,345 14,06 2 1 229,8І = + ⋅ + + − =  см4. 

Мінімальний радіус інерції обчислимо як 

 min
min

1 229,8 4,677
4 4 14,06
Іі

А
= = =

⋅
 см; 

гнучкість 
min

0,7 660 98,78
4,677

L
і
µ ⋅

λ = = = . 
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Коефіцієнти зменшення розрахункового опору ϕ  при гнучкостях 1 90λ =  
та 2 100λ = становлять відповідно 1 0,69ϕ =  та 2 0,60ϕ = . 

При гнучкості 98,78λ =  уточнене значення коефіцієнта дорівнює 

 ( ) ( )1
3 1 1 2

2 1

98,78 900,69 0,69 0,60 0,611
100 90

λ − λ −′ϕ = ϕ − ϕ − ϕ = − − =
λ − λ −

. 

Отже, розрахунковий опір на стійкість становить 

 ст 3 0,611 210 128,3R R′= ϕ ⋅ = ⋅ =  МПа. 

Дійсне напруження в стержні від стискання буде 

 2
д

700 12,45 кН/см 124,5
4 4 14,06
F
А

σ = = = =
⋅

 МПа. 

Відносне недовантаження стержня дорівнює 

 124,5 128,3100 % 2,96 %
128,3
−

δ = = − , 

що не перевищує встановленої норми 5 %. Розрахунок завершено. 

Приклад 3 

Підібрати поперечний переріз стержня довжиною 4L =  м, що зазнає дії 
центральної стискальної сили 300F =  кН. Один кінець стержня жорстко за-
тиснений, другий – шарнірно обпертий (рис. 2.11). Матеріал стержня – сталь 
марки Ст3, основний розрахунковий опір 200R =  МПа (20 кН/см2). Форму 
поперечного перерізу наведено на рис. 2.12. 

Розв’язання. У ході розв’язання цієї задачі використовуємо метод послі-
довних наближень (метод ітерацій) шляхом варіювання величиною коефі-
цієнта поздовжнього згинання ϕ . 

 
Перше наближення. 1. Оскільки в розрахунковій формулі на стійкість 

F R
А

σ = ≤
ϕ

 є дві невідомі величини − коефіцієнт ϕ  і шукана площа попереч-

ного перерізу А, приймаємо в першій спробі значення для коефіцієнта поздо-
вжнього згинання 1 0,5ϕ =  та визначаємо необхідну площу поперечного пе-

рерізу 1
1

300 30
0,5 20

FА
R

≥ = =
ϕ ⋅

 см2. 
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Оскільки переріз складається з трьох швелерів, то площа поперечного пе-
рерізу одного швелера повинна бути не меншою ніж 10 см2. 

  

Рис. 2.11 Рис. 2.12 

У табл. Д. 3 (дод. 3 ) обираємо швелер № 10 
(рис. 2.13), який має такі розміри та геометричні харак-
теристики: 10H =  см, 4,6B =  см, 0 1,44x =  см, 

10,9A =  см2, 174xI =  см4, 20,4yI =  см4. 
2. Для виконання подальших розрахунків обираємо 

початкові осі координат z  та y  (див. рис. 2.12). При цьо-
му слід взяти до уваги, що в тому випадку коли переріз 
має одну чи дві осі симетрії, початкові осі зручно обира-
ти саме таким чином, щоб вони збігалися з осями симет-
рії. У нашому прикладі через вісь симетрії перерізу про-
ходить вісь y . 

В обраній системі координат для кожного зі швелерів 
визначаємо координати центрів ваги та моменти інерції 
відносно своїх центральних осей. При цьому звертаємо 
увагу, що для першого швелера напрямок осі 1z  (див. 

 

Рис. 2.13  
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рис. 2.12) збігається з напрямком осі у в табл. Д.3 (дод. 3) (див. рис. 2.13), 
а вісь 1y  – з віссю х . Аналогічний аналіз виконуємо для другого та третього 
швелерів, які входять до перерізу: 

1-й швелер: 

 1 0z =  см,  1 1,44y = −  см,  1 10,9А =  см2,  
1

20,4zІ =  см4,  
1

174уІ =  см4; 

2-й швелер: 

 2 1,44z =  см,  2 5y =  см,  2 10,9А =  см2,  
2

174zІ =  см4,  
2

20,4уІ =  см4; 

3-й швелер: 

 3 1,44z = −  см,  3 5y =  см,  3 10,9А =  см2,  
3

174zІ =  см4,  
3

20,4уІ =  см4. 

3. Визначаємо положення головних центральних осей (проходять через 
центр ваги перерізу) інерції перерізу Сz , Сy  та величини головних централь-
них моментів інерції 

СzІ , 
СуІ . Для цього з використанням відомих співвідно-

шень визначаємо координати центра ваги перерізу: 

{ } ( )1 2 31 1 2 2 3 3
1 2 3

1 2 3 3С
А у у уА у А у А уу А А А А

А А А А
+ ++ +

= = = = = = =
+ +

 

( )1 2 3 1,44 5 5
2,85

3 3
у у у − + ++ +

= = =  см. 

Координата центра ваги перерізу 0Сz =  см, оскільки вісь Сy  проходить 
через вісь симетрії. 

Визначаємо головні центральні моменти інерції 
СzІ , 

СуІ : 

 ( )
3

2

1
С iz z i i

i
І І a A

=
= +∑ ,   ( )

3
2

1
С iy y i i

i
І І c A

=
= +∑ , 

де іа  – відстань між віссю іy  та віссю Сy . З рис. 2.12 видно, що і і Са y у= − ; 
 іс  – відстань між віссю іz  та віссю Сz . Тобто і і Сс z z= − . 

Підставляємо числові значення та виконуємо розрахунки: 

 1 1 1,44 2,85 4,29Са у у= − = − − = −  см; 

 2 3 2 5 2,85 2,15Са а у у= = − = − =  см; 

 1 1 0Сс z z= − =  см; 
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 2 2 1,44 0 1,44Сс z z= − = − =  см; 

 3 3 1,44 0 1,44Сс z z= − = − − = −  см; 

 ( )( ) ( )2 220,4 4,29 10,9 2 174 2,15 10,9 670
СzІ = + − + + ⋅ =  см4; 

 ( ) ( )2 2174 0 10,9 2 20,4 1,44 10,9 260
СуІ = + ⋅ + + ⋅ =  см4. 

4. Визначаємо гнучкість стержня λ : 

 minL іλ = µ , 

де µ  – коефіцієнт зведення довжини стержня, який залежить від способу 
закріплення стержня. У нашому випадку (один кінець стержня 
жорстко затиснуто, другий – шарнірно опертий) 0,7µ = ; 

 L  – довжина стержня; 
 minі  – мінімальний радіус інерції перерізу, ( )min min 3і І А= . 

Виконуємо розрахунки: 

 { }min min , 260
С С Сz у уІ І І І= = =  см4; 

 min 260 310,9 2,82і = =  см; 

( )0,7 400 2,82 99,3λ = ⋅ = . 

5. З використанням табл. Д.5 
(дод. 5 ) або табл. 1.2 визначаємо 
уточнене значення коефіцієнта змен-
шення основного розрахункового 
опору 1′ϕ . 

Значення коефіцієнта поздовж-
нього згинання для гнучкості 99,3λ =  
у таблиці відсутнє, тому скористаємо-
ся методом лінійної інтерполяції 
(рис. 2.14). 

З таблиці визначаємо ( )90 0,69λ=ϕ = , ( )100 0,60λ=ϕ =  та знаходимо 99,3ϕ : 

 ( )90 100
1 99,3 100

0,69 0,6100 99,3 0,6 0,7 0,61
10 10

ϕ −ϕ −′ϕ = ϕ = ϕ + − = + = . 

 

Рис. 2.14  

31



6. Визначимо дійсне напруження у стержні дσ  та порівняємо його з роз-
рахунковим опором на стійкість. 

Дійсне напруження в стержні: 

 2
д

300 9,17 кН/см 91,7
3 3 10,9
F
А

σ = = = =
⋅

 МПа. 

Розрахунковий опір на стійкість: 

 ст 1 0,61 200 122R R′= ϕ = ⋅ =  МПа. 

Дійсне напруження в стержні 91,7 МПа менше допустимого значення 
122 МПа, тому можна зробити висновок, що стержень недовантажено. 

Різниця між дійсним напруженням та розрахунковим опором становить 

 ст д

ст

122 91,7100 % 100 25
122

R
R
− σ −

δ = = =  %. 

Як правило, ітерації виконують до досягнення означеної різниці не біль-
ше ніж у 5 %. 

 
Друге наближення. Визначаємо початкове значення коефіцієнта змен-

шення основного розрахункового опору для другої ітерації: 

 1 1
2

0,5 0,61 0,56
2 2

′ϕ + ϕ +
ϕ = = = . 

Подальші розрахунки виконуємо в тій самій послідовності, що й на пер-
шій ітерації. 

1. Визначаємо необхідну площу поперечного перерізу: 

 2
2

300 26,8
0,56 20

FА
R

≥ = =
ϕ ⋅

 см2. 

Площа одного швелера повинна бути не меншою ніж 26,8 3 8,93=  см2. 
У табл. Д.3 (дод. 3 ) обираємо швелер № 8 (рис. 2.15), який має такі роз-

міри та геометричні характеристики: 8H =  см, 4B =  см, 0 1,31x =  см, 
8,98A =  см2, 89,4xI =  см4, 12,8yI =  см4. 
2. Для кожного зі швелерів визначаємо координати центрів ваги та моме-

нти інерції відносно своїх центральних осей: 
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1-й швелер: 1 0z =  см, 1 1,31y = −  см, 1 8,98А =  см2, 

1
12,8zІ =  см4, 

1
89,4уІ =  см4; 

2-й швелер: 2 1,31z =  см, 2 4y =  см, 2 8,98А =  см2, 

2
89,4zІ =  см4, 

2
12,8уІ =  см4; 

3-й швелер: 3 1,31z = −  см, 3 4y =  см, 3 8,98А =  см2, 

3
89,4zІ =  см4, 

3
12,8уІ =  см4. 

3. Визначаємо координати центра ваги перерізу: 

{ } ( )1 2 31 1 2 2 3 3
1 2 3

1 2 3 3С
А у у уА у А у А уу А А А А

А А А А
+ ++ +

= = = = = = =
+ +

 
( )1 2 3 1,31 4 4

2,23
3 3

у у у − + ++ +
= = =  см; 

 0Сz =  см. 

Визначаємо головні центральні моменти інерції 
СzІ , 

СуІ : 

 ( )
3

2

1
С iz z i i

i
І І a A

=
= +∑ ,   ( )

3
2

1
С iy y i i

i
І І c A

=
= +∑ . 

Підставляємо числові значення та виконуємо розрахунки: 

 1 1 1,31 2,23 3,54Са у у= − = − − = −  см; 

 2 3 2 4 2,23 1,77Са а у у= = − = − =  см; 

 1 1 0Сс z z= − =  см;  

 2 2 1,31 0 1,31Сс z z= − = − =  см; 

 3 3 1,31 0 1,31Сс z z= − = − − = −  см; 

 ( )( ) ( )2 212,8 3,54 8,98 2 89,4 1,77 8,98 360
СzІ = + − + + ⋅ =  см4; 

 ( ) ( )2 289,4 0 8,98 2 12,8 1,31 8,98 146
СyІ = + ⋅ + + ⋅ =  см4. 

4. Визначаємо гнучкість стержня λ : 

 minL іλ = µ , 

 

Рис. 2.15  
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де µ  – коефіцієнт зведення довжини стержня, який залежить від способу 
закріплення стержня. У нашому випадку (один кінець стержня 
жорстко затиснуто, другий – шарнірно опертий) 0,7µ = ; 

 L  – довжина стержня; 
 minі  – мінімальний радіус інерції перерізу, ( )min min 3і І А= . 

Виконуємо розрахунки: 

 { }min min , 146
С С Сz у уІ І І І= = =  см4; 

 min
146 2,32

3 8,98
і = =

⋅
 см; 

 0,7 400 121
2,32
⋅

λ = = . 

5. Визначаємо уточнене значення коефіцієнта зменшення основного роз-
рахункового опору 2′ϕ . 

З табл. Д. 5 (дод. 5 ) або табл. 1.2 визначаємо ( )120 0,45,λ=ϕ =  ( )130 0,4λ=ϕ =  
та знаходимо 121ϕ : 

 ( )120 130
2 121 130

0,45 0,4130 121 0,4 9 0,445
10 10

ϕ −ϕ −′ϕ = ϕ = ϕ + − = + = . 

6. Визначимо дійсне напруження у стержні дσ  та порівняємо з розрахун-
ковим опором на стійкість. 

Дійсне напруження в стержні: 

 2
д

300 11,1 кН/см 111
3 3 8,98
F
А

σ = = = =
⋅

 МПа. 

Розрахунковий опір на стійкість: 

 ст 2 0,445 200 89R R′= ϕ = ⋅ =  МПа. 

Дійсне напруження в стержні 111 МПа перевищує допустиме значення 
89 МПа, тому можна зробити висновок, що стержень перевантажено. 

Різниця між дійсним напруженням та розрахунковим опором становить 

 ст д

ст

89 111100 % 100 25
89

R
R
− σ −

δ = = = −  %. 
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Стержень перевантажений на 25 %, що є не припустимим. Тому, врахо-
вуючи відсутність у сортаменті інших швелерів між № 8 и № 10, остаточно 
обираємо переріз, який складається з 3 швелерів № 10. 

3. ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

 1. При якому навантаженні можливе явище втрати стійкості стержня? 
 2. Яка сила називається критичною? 
 3. За якою формулою визначається Ейлерова критична сила? 
 4. У яких одиницях вимірюється критична сила? 
 5. Для заданого закріплення стержня (рис. 3.1) обрати нову/нові форми 

рівноваги стержня при втраті стійкості (рис. 3.2). 

 

Рис. 3.1 Рис. 3.2 

 6. Для заданого закріплення стержня (рис. 3.3) обрати нову/нові форми 
рівноваги стержня при втраті стійкості (рис. 3.4). 

 

Рис. 3.3 Рис. 3.4 

 7. Для заданого закріплення стержня (рис. 3.5) обрати нову/нові форми 
рівноваги стержня при втраті стійкості (рис. 3.6). 
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Рис. 3.5 Рис. 3.6 

 8. Для заданого закріплення стержня (рис. 3.7) обрати нову/нові форми 
рівноваги стержня при втраті стійкості (рис. 3.8). 

 

Рис. 3.7 Рис. 3.8 

 9. За якою формулою визначається гнучкість стержня? 
10. У яких одиницях вимірюється гнучкість стержня? 
11. За яких значень гнучкості застосовується формула Ейлера для визна-

чення величини критичної сили для стержня з маловуглецевої сталі? 
12. Чому дорівнює коефіцієнт зведення довжини ( )µ  для стержня з шар-

нірними опорами по краях? 
13. Чому дорівнює коефіцієнт зведення довжини ( )µ  для стержня, затис-

неного з одного краю і вільного з іншого краю? 
14. Чому дорівнює коефіцієнт зведення довжини ( )µ  для стержня, затис-

неного з обох країв? 
15. Чому дорівнює коефіцієнт зведення довжини ( )µ  для стержня з шар-

нірною опорою з одного краю і затисненого з іншого? 
16. За яких значень гнучкості застосовується формула Ясинського для 

стержня з маловуглецевої сталі? 
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17. За яких значень гнучкості критичні напруження дорівнюють границі 
плинності для стержня, виготовленого з маловуглецевої сталі? 

18. Який із цих стержнів однакового перерізу (рис. 3.9), виготовлених з 
однакового матеріалу, витримає найбільше навантаження? 

 

Рис. 3.9 

19. Який із цих стержнів однакового перерізу (рис. 3.10), виготовлених з 
однакового матеріалу, витримає найбільше навантаження? 

 

Рис. 3.10 

20. Який із цих стержнів однакового перерізу (рис. 3.11), виготовлених з 
однакового матеріалу, витримає найбільше навантаження? 

 

Рис. 3.11 
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21. Сталевий стержень довжиною 2L =  м (рис. 3.12), поперечний переріз 
якого складається зі швелера (рис. 3.13), навантажено вертикальною 
стискальною силою 100F =  кН. Виконати добір елементів перерізу 
стержня з умови стійкості при допустимому напруженні 
[ ] 210σ =  МПа. 

 
 2µ =  

Рис. 3.12 Рис. 3.13 

22. Сталевий стержень довжиною 3L =  м (рис. 3.14), поперечний переріз 
якого складається з двотавра (рис. 3.15), навантажено вертикальною 
стискальною силою 200F =  кН. Виконати добір елементів перерізу 
стержня з умови стійкості при розрахунковому опорі матеріалу стер-
жня 210R =  МПа. 

 
 1µ =  

Рис. 3.14 Рис. 3.15 
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